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ЗАДАНИЕ С-1

Определить реакции опор конструкции. Схемы конструкций представлены
на рис. 1-5 (размеры - в м), нагрузка приведена в таблице 1. При этом величины
сил 1P

r
 и ′

1P
r

, а также 2P
r

 и ′
2P
r

 равны соответственно между собой
);( 2211 PPPP ′=′= .

Таблица 1.
№№ варианта P1 , кН P2 , кН М, кН⋅м q, кН / м

1 6 - 25 0,8
2 5 8 26 -
3 8 10 33 1,1
4 10 - 25 1,3
5 12 - 27 1,3
6 14 12 - 0,9
7 16 8 18 1,4
8 12 6 20 1,0
9 14 - 28 1,4

10 8 - 26 0,9
11 15 10 29 1,0
12 15 8 28 1,5
13 7 6 15 1,1
14 5 - 30 0,9
15 6 10 24 1,5
16 8 11 31 0,8
17 9 15 26 1,1
18 7 16 27 0,8
19 6 18 35 1,4
20 7 16 32 0,8
21 8 17 30 1,2
22 5 6 34 2,5
23 14 7 10 2
24 10 6 7 1,5
25 11 14 20 0,5
26 15 16 14 1
27 14 4 8 2,5
28 10 - 7 3
29 18 6 8 1
30 16 10 14 2
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Рис. 1



5

Рис. 2
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Рис. 3
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Рис. 4
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Рис. 5
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ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ

Дано: схема конструкции (рис.6); G = 10 кН; P = 5 кН; q = 0,5 кН/м; α = 30o,
размеры – в м. Определить реакцию опоры A и реакцию стержня CD.

РЕШЕНИЕ

Рассмотрим систему
уравновешивающихся сил,
приложенных к балке AB. От-
брасываем связи: шарнирно-
неподвижную опору A, стер-
жень CD и нить. Действие
связей на балку  заменяем их
реакциями (рис.7). Так как на-
правление реакции шарнирно-
неподвижной опоры A неиз-
вестно, то определяем ее со-
ставляющие AX

r
 и AY

r
. Пока-

жем также реакцию CDS
r

стержня и реакцию S
r
нити, мо-

дуль которой равен P. Равно-
мерно распределенную нагруз-
ку интенсивностью q заменяем
сосредоточенной силой Q

r
 с

модулем Q = 2q = 2·0,5 = 1 кН и
приложенной в центре тяжести
эпюры этой нагрузки.

Для плоской системы сил, приложенных к балке, составляем три уравне-
ния равновесия:

∑ =
K

KxF ;0 ;030cos =− o
CDA SX (1)

∑ =
K

KyF ;0 ;060cos =++−− SSGQY o
CDA (2)

∑ =
K

KA Fm ;0)(
r

;0630sin431 =⋅+−⋅⋅+⋅−⋅− SMSGQ o
CD (3)

Рис. 6

Рис. 7
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Из уравнения (3)

.5,4
5,04

65831011
30sin4

631 кНSMGQS oCD =
⋅

⋅−+⋅+⋅
=

⋅
⋅−+⋅+⋅

=

Из уравнения (1)

.90,3866,05,430cos кНSX o
CDA =⋅==

Из уравнения (2)

.75,355,05,410160cos кНSSGQY o
CDA =−⋅−+=−−+=

Значения XА , YА , SCD получаются положительными, это указывает на то, что
принятые направления этих сил совпадают с их действительными направле-
ниями.
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ЗАДАНИЕ С-2

Определение реакций опор составной конструкции.

Определить реакции опор и давление в промежуточном шарнире C задан-
ной составной конструкции. Схемы конструкции представлены на рис. 8–12, а
необходимые данные - в таблице 2.

         Таблица 2
№№
п/п

P,
кН

М,
кН·м

q,
кН/м

a,
м

α,
град.

β,
град.

1 10 5 1,4 1,0 45 30
2 12 8 1,0 2,0 60 15
3 15 4 0,8 1,5 30 15
4 14 6 1,8 1,0 75 30
5 20 4 1,4 2,0 60 15
6 16 10 1,2 1,0 30 15
7 18 8 1,6 1,5 60 30
8 20 12 2,2 1,0 75 30
9 22 6 1,2 2,0 45 30

10 30 8 2,4 1,5 30 15
11 10 5 1,4 1,0 45 30
12 12 8 1,0 2,0 60 15
13 15 4 0,8 1,5 30 15
14 14 6 1,8 1,0 75 30
15 20 4 1,4 2,0 60 15
16 16 10 1,2 1,0 30 15
17 18 8 1,6 1,5 60 30
18 20 12 2,2 1,0 75 30
19 22 6 1,2 2,0 45 30
20 30 8 2,4 1,5 30 15
21 10 5 1,4 1,0 45 30
22 12 8 1,0 2,0 60 15
23 15 4 0,8 1,5 30 15
24 14 6 1,8 1,0 75 30
25 20 4 1,4 2,0 60 15
26 16 10 1,2 1,0 30 15
27 18 8 1,6 1,5 60 30
28 20 12 2,2 1,0 75 30
29 22 6 1,2 2,0 45 30
30 30 8 2,4 1,5 30 15
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Рис. 8
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Рис. 9
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Рис. 10
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Рис. 11
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Рис. 12
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ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ

Дано: схема конструкции (рис. 13а); P = 8 кН;    M = 20 кНм;     q = 2 кН/м ;
a = 1 м;   α = 60о;   β = 30о.  Определить реакции опор A и B и давление в про-
межуточном шарнире C.

РЕШЕНИЕ

Данная конструкция состоит из двух тел, сочлененных шарниром C. Зада-
чу можно решить двумя способами.

Первый способ. Мысленно освобождаемся от связей, наложенных на каж-
дое из тел, заменяя их на соответствующие реакции. Рассматриваем системы
уравновешивающихся сил, приложенных к каждому телу в отдельности.

На первое тело (рис. 13б) действуют: сила P
r

, пара сил с моментом M, ре-
акция опоры A и давление балки CD в точке C. Реакция жесткой заделки A
представляется силами AX

r
, AY

r
и парой сил с моментом MА, а давление балки

CD - составляющими CX
r
и CY

r
. Указанные силы расположены на плоскости

произвольным образом, поэтому составляем три уравнения равновесия:

0=∑
K

KxF   ; 0cos =⋅−+ αPXX CA   ; (1)

0=∑
K

KyF   ; 0sin =⋅−+ αPYY CA    ; (2)

∑ =
K

KFm 0)(0

r
  ; 0=⋅+−⋅++⋅ OKPMOCYMOAX CAA   ; (3)

где мaOA 22 =⋅=  , мaOC 5,15,1 =⋅=   ,

мaOK 87,0
2
31sin =⋅=⋅= α   .

На второе тело (рис. 13в) действуют: распределенные силы интенсивности
q , реакция опоры B и давление первого тела в точке C. Равномерно распреде-
ленные силы заменяем их равнодействующей Q

r
, приложенной в середине уча-

стка CD и направленной по вертикали вниз. Ее модуль определяется по форму-
ле:

Q = q · CD = 2 · 3,5 = 7 кН.

Реакция BN
r
опоры B перпендикулярна к балке CD, а давление первого тела

представляется составляющими CX ′
r

 и CY ′
r

. Согласно аксиоме о равенстве дейст-
вия и противодействия
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Рис. 13
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CC XX =′ и CC XX
rr

↑↓′ ,

CC YY =′ и CC YY
rr

↑↓′ .

Уравнения равновесия сил, приложенных к балке CD имеют вид:

∑ =
K

KxF 0   ; 0sin =⋅−′− βBC NX   ; (4)

∑ =
K

KyF 0   ; 0cos =−⋅+′− QNY BC β   ; (5)

∑ =
K

KC Fm 0)(
r

  ; 0=⋅−⋅ CFQCBNB   ; (6)

где  1== aCB  м, 52,1
2
3

2
5,3cos

2
=⋅=⋅= β

CDCF   м.

Уравнения равновесия (1)-(6) образуют полную систему уравнений, откуда
определяются все шесть неизвестных величин: XА, YА, MА, XС, YС, NB.

Из уравнения (6) находим

64,10
1
52,17 =⋅=⋅=

CB
CFQNB   кН.

Из уравнения (5)

21,27
2
364,10cos =−⋅=−⋅=′ QNY BC β   кН.

Из уравнения (4)

32,5
2
164,10sin −=⋅−=−=′ βBC NX   кН.

Отрицательный знак указывает, что в действительности сила CX ′
r

 (соответ-
ственно и CX

r
) будет направлена в сторону противоположную принятой. Ис-

тинные направления сил CX
r

 и CY
r

, представляющих собой составляющие дав-
ления CR

r
балки CD на первое тело конструкции, показаны на рис. 13г.

Модуль CR
r и угол определяются по формулам:

76,5)21,2()32,5( 2222 =+=+= CCC YXR   кН,

43224154,0 ′=== o

C

C arctg
X
Y

arctgγ .

Далее из уравнения (1) находим

32,932,5
2
18cos =+⋅=−⋅= CA XPX α   кН.

Из уравнения (2)

72,421,2
2
38sin =−⋅=−⋅= CA YPY α   кН.
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Из уравнения (3)

=⋅−+⋅−⋅−= OKPMOCYOAXM CAA

92,887,08205,121,2232,9 −=⋅−+⋅−⋅−=   кН⋅м.

Отрицательный знак указывает, что направление вращения пары в опоре А
в действительности противоположно выбранному.

Второй способ. Рассматриваем систему уравновешивающихся сил, при-
ложенных ко всей конструкции (рис.13а). На конструкцию действуют: сила P

r
,

пара сил с моментом M, равнодействующая Q
r
распределенных сил и реакции

опор A и B ( BAAA NMYX
rrr

,,, ). При рассмотрении всей конструкции в целом дав-
ления в шарнире C ( CC YX

rr
,  и CC YX ′′

rr
, ) не рассматриваются.

Уравнениями равновесия для указанной системы сил будут:

∑ =
K

KxF 0   ; 0sincos =⋅−⋅− βα BA NPX   ; (7)

∑ =
K

KyF 0   ; 0cossin =−⋅+⋅− QNPY BA βα   ; (8)

∑ =
K

KA Fm 0)(
r

  ; 0321 =⋅−⋅+−⋅+ hQhNMhPM BA   ; (9)

где 87,1
2
12

2
3cos2sin1 =⋅+=⋅⋅+⋅= αα aah   м,

30,3
2
12

2
35,11sin2cos5,12 =⋅+⋅+=⋅+⋅+= ββ aaah   м,

02,3
2
375,15,1cos75,15,13 =⋅+=⋅+= βaah   м.

Далее следует рассматривать систему уравновешивающихся сил, прило-
женных к одному из тел конструкции, при этом целесообразно выбрать ту часть
конструкции, на которую действует меньшее число сил. В данном случае рас-
сматриваем систему сил, действующих на балку CD, условия равновесия кото-
рой выражаются уравнениями (4) – (6).

Таким образом, для определения шести неизвестных величин будем иметь
систему уравнений (4) – (9).

В заключении отметим, что уравнения (7) – (9) могут быть использованы
для проверки результатов решения задачи первым способом, а уравнения (1) –
(3) - вторым способом.
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ЗАДАНИЕ С-3

Приведение пространственной системы сил к заданному центру.

Определить главный вектор R
r
и главный момент 0M

r
 заданной системы

сил относительно центра O. Схемы вариантов приведены на рис. 14–18, необ-
ходимые данные - в таблице 3.

Таблица 3.
№№
п/п

a=OE,
м

b=OL,
м

c=OB,
м

F1,
H

F2,
H

F3,
H

F4,
H

F5,
H

α,
град

β,
град

М,
Нм

1 15 20 15 9 14 12 14 15 60 30 10
2 30 40 30 12 18 16 18 20 75 15 20
3 45 60 45 15 22 20 22 25 30 60 30
4 60 80 60 18 26 24 26 30 15 75 40
5 15 20 15 21 30 28 30 35 60 30 10
6 30 40 30 24 34 32 34 40 75 15 20
7 45 60 45 27 38 36 38 45 30 60 30
8 60 80 60 30 42 40 42 50 15 75 40
9 15 20 15 33 46 44 46 55 60 30 10

10 30 40 30 36 50 48 50 60 75 15 20
11 45 60 45 12 54 16 54 20 30 60 30
12 60 80 60 15 58 20 58 25 15 75 40
13 15 20 15 18 17 24 17 30 60 30 10
14 30 40 30 21 19 28 19 35 75 15 20
15 45 60 45 24 21 32 21 40 30 60 30
16 60 80 60 27 23 36 23 45 15 75 40
17 15 20 15 30 25 40 25 50 60 30 10
18 30 40 30 33 27 44 27 55 75 15 20
19 45 60 45 36 29 48 29 60 30 60 30
20 60 80 60 9 31 12 31 15 15 75 40
21 15 20 15 9 14 12 14 15 60 30 10
22 30 40 30 12 18 16 18 20 75 15 20
23 45 60 45 15 22 20 22 25 30 60 30
24 60 80 60 18 26 24 26 30 15 75 40
25 15 20 15 21 30 28 30 35 60 30 10
26 30 40 30 24 34 32 34 40 75 15 20
27 45 60 45 27 38 36 38 45 30 60 30
28 60 80 60 30 42 40 42 50 15 75 40
29 15 20 15 33 45 44 46 55 60 30 10
30 30 40 30 36 50 48 50 60 75 15 20
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Рис. 14
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Рис. 15
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Рис. 16
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Рис. 17



26

Рис. 18
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ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ

Дано:     F1 = 15 Н;     F2 = 60 Н ;       F3 = 30 Н;       F4 = 20 Н;      F5 = 25 Н;
M = 10 Нм;     a = 0,5 м;     b = 0,4 м;     c = 0,3 м;     α = 600;     β = 300

(рис. 19а).

РЕШЕНИЕ

Прежде, чем приступить к определению главного вектора R
r
заданной сис-

темы сил и ее главного момента 0M
r
относительно начала координат, введем уг-

лы γ, φ и разложим силу 4F
r
на две составляющие: 4F ′

r
 – на плоскости XOY и

)3(
4F

r
- перпендикулярно к ней (рис.19а).

10sin44 =⋅=′ βFF   Н, 32,17cos4
)3(

4 =⋅= βFF   Н.

Проекцию силы 4F
r
на ось найдем, как сумму проекций составляющих 4F ′

r
 и

)3(
4F

r
, а ее момент относительно оси, согласно теореме Вариньона, будет равен

сумме моментов 4F ′
r
и )3(

4F
r
относительно этой же оси.

Для проекций главного вектора на координатные оси получим выражения:

γϕ sincos 421

5

1
⋅′+⋅+−== ∑

=

FFFFR
k

kxx   , (1)

543

5

1
coscos FFFFR

k
kyy −⋅′−⋅== ∑

=

γα   , (2)

)3(
432

5

1
sinsin FFFFR

k
kzz +⋅+⋅−== ∑

=

αϕ   , (3)

где

78,0sin
22

=
+

==
ba

a
AD
OA

γ   , 62,0cos
22

=
+

==
ba

b
AD
OD

γ   ,

51,0sin
22

=
+

==
ca

c
AN
ON

ϕ   , 86,0cos
22

=
+

==
ca

a
AN
OA

ϕ   .

Подставив в (1) – (3) выражения для 4F ′
r
и )3(

4F
r

, заданные значения F1, F2,
…, F5, α, β, а также найденные значения тригонометрических функций углов φ
и γ, получим

27,44=xR   Н, 25,16−=yR   Н, 31,12=zR   Н.

Модуль главного вектора



28

а)

б) в)

Рис. 19
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74,48)31,12()25,16()27,44()()()( 222222 =+−+=++= zyx RRRR   Н.

Направляющие косинусы

( ) 91,0
74,48
27,44,cos ===

∧

R
RiR x

rr
  ,

( ) 33,0
74,48
25,16,cos −=

−
==

∧

R
R

jR yrr
  ,

( ) 25,0
74,48

305,12,cos ===
∧

R
RkR z

rr
  .

Проекции главного момента системы сил относительно начала координат
на координатные оси равны суммам моментов всех сил относительно соответ-
ствующих координатных осей. Поэтому, будем иметь:

cFbFhFFmMM
k

kxxox ⋅+⋅+⋅=== ∑
=

5
)3(

433

5

1
)(

r
  , (4)

aFhFFmMM
k

kyyoy ⋅⋅−⋅=== ∑
=

αsin)( 322

5

1

r
  , (5)

MaFhFaFbFFmMM
k

kzzoz +⋅−⋅′−⋅⋅+⋅=== ∑
=

54431

5

1
cos)( α

r
  , (6)

Из рис. 19

26,051,05,0sin2 =⋅=⋅= ϕah   м,
=⋅−=⋅= αα sin)(sin3 BEABAEh

28,060sin)603,05,0(sin)( 00 =⋅⋅−=⋅⋅−= ctgctgca αα   м,
31,078,04,0sin4 =⋅=⋅= γbh   м.

Подставив в (4) – (6) числовые значения всех необходимых величин, полу-
чим:

Mox = 22,92 Нм, Moy = 2,45 Нм, Moz = 7,87 Нм

Модуль главного момента

36,2487,745,292,22)()()( 222222 =++=++= ozoyoxo MMMM   Н⋅м.

Направляющие косинусы
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( ) ,941,0
36,24
92,22,cos ===

∧

o

ox
o M

MiM
rr

( ) ,101,0
36,24
45,2,cos ===

∧

o

oy
o M

M
jM
rr

( ) .323,0
36,24

87,7,cos ===
∧

o

oz
o M

MkM
rr

Примечание. При вычислении моментов сил относительно координатных
осей во многих случаях целесообразно разлагать силу на составляющие, парал-
лельные осям координат, а затем применять теорему Вариньона. Проиллюстри-
руем этот метод на примере вычисления момента силы 4F

r
относительно оси Oz.

Выше показано разложение силы 4F
r

 на две составляющие 4F ′
r

 и )3(
4F

r

)( )3(
444 FFF

rrr
+′= . Далее разложим силу 4F ′

r
, расположенную в координатной

плоскости Oxy на две составляющие )1(
4F

r
и )2(

4F
r

, параллельные соответственно
осям Ox и Oy (рис. С-3.6б). Следовательно, )2(

4
)1(

44 FFF
rrr

+=′ , а
)3(

4
)2(

4
)1(

44 FFFF
rrrr

++=′ , то-есть сила 4F
r

 разложена на составляющие )1(
4F

r
, )2(

4F
r

,
)3(

4F
r

, параллельные осям координат (рис. 19в). Модули сил )1(
4F

r
и )2(

4F
r
легко вы-

числяются:

8,7sinsinsin 44
)1(

4 =⋅⋅=⋅′= γβγ FFF   Н,
2,6cossincos 44

)2(
4 =⋅⋅=⋅′= γβγ FFF   Н,

На основании теоремы Вариньона получим

)()()()( )3(
4

)2(
4

)1(
44 FMFMFMFM zzzz

rrrr
++=   ,

12,3)( )1(
4

)1(
4 −=⋅−= ABFFM z

r
  Н⋅м,

0)()( )3(
4

)2(
4 == FMFM zz

rr
 .

Следовательно, 12,3)( 4 −=FM z

r
  Нм.
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ЗАДАНИЕ С-4

Равновесие тела под действием произвольной пространственной системы сил

Определить в зависимости от варианта задачи реакции в подпятнике или
шаровом шарнире A, подшипнике B, в заделке O, усилия в стержнях, а также
силу P или натяжение нити (всего шесть неизвестных). Схемы конструкций
приведены на рис.20-24, а необходимые данные - в таблице 4  (α - угол между
силой P1 и плоскостью xy).

Таблица 4.
№№
п/п

,a
m

,b
м

,c
м

,1P
Н

,2P
Н

,q
Н/м

,M
Н⋅м

o,α o,β o,γ

1 0,6 1,0 0,5 50 30 20 100 60 - -
2 0,2 1,2 0,8 40 50 10 50 30 15 -
3 0,5 1,0 1,0 60 40 15 20 45 - -
4 0,4 1,2 0,6 20 40 - 60 30 30 45
5 0,7 1,0 - 40 30 - 45 60 30 -
6 0,9 1,3 0,8 50 - 10 40 45 30 -
7 0,2 1,0 0,6 30 50 20 100 30 30 -
8 0,8 0,6 0,4 80 40 15 80 45 30 -
9 0,5 1,0 0,6 50 40 10 30 30 15 -
10 0,6 1,1 0,5 30 60 30 80 60 30 -
11 0,4 1,0 0,6 20 50 20 100 30 15 -
12 0,8 1,2 1,0 60 80 15 40 60 45 -
13 0,5 0,8 - 50 40 - 30 - 30 -
14 0,4 1,0 - 60 - 10 50 30 45 -
15 0,6 0,9 0,2 30 10 - 60 45 60 -
16 0,2 1,0 0,4 40 14 20 70 30 15 -
17 0,6 0,8 0,5 80 - 30 40 45 30 -
18 0,5 0,8 0,6 60 15 40 100 60 30 -
19 0,3 0,6 0,5 50 60 - 60 45 30 -

20 0,4 0,5 0,6 40 30 - 50 30 30 -
21 0,5 0,8 0,4 50 100 15 50 45 15 -
22 0,4 - 1,6 40 - - 60 30 15 -
23 0,3 0,5 1,8 - - 20 40 45 15 -
24 0,5 0,6 0.8 50 - - 80 30 15 -
25 0,4 0,5 2,0 60 50 - 40 45 60 15
26 0,5 0,8 1,2 50 40 20 60 60 15 -
27 0,3 0,7 1,0 80 30 30 50 45 15 -
28 0,3 0,8 1,2 30 50 10 40 30 15 -
29 0,2 0,6 1,0 50 40 15 50 45 30 -
30 0,3 0,6 1,0 40 50 20 30 60 15 -
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Рис. 20
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Рис. 21
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Рис. 22
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Рис. 23
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Рис. 24
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ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ

Дано: пластинка ABCD, P1=10 Н, Р2=20 Н, М=50 Нм, α=600, β=300, γ=450,
a=1 м, b=0,8 м. Сила Р1 лежит в плоскости xBz. Нить прикреплена в точке D
пластинки и точке E, лежащей в плоскости ZBY (рис.25.а).

Определить реакции в шаровом шарнире A, подшипнике B и натяжение
нити в точке D.

Рис. 25
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РЕШЕНИЕ

Выбираем правую систему координат с началом в точке B. Освобождаемся
от связей и заменяем их действие реакциями. В точке A реакции шарового шар-
нира раскладываем на три составляющих AX

r
, AY

r
, AZ

r
. В точке B реакцию ци-

линдрического шарнира раскладываем на две составляющие в плоскости xBz
( BX

r
, BZ
r

).  В точке D нити Т направлена вдоль ED к точке крепления. Рассмот-
рим равновесие сил, приложенных к пластинке. Система сил, приложенная к
пластинке, произвольная. Среди них имеется шесть неизвестных (XA, YA, ZA, XB,
ZB и T). Для определения неизвестных составим шесть уравнений равновесия:

∑ =
k

kxF ,0 ( ) ,0=∑
k

xx Fm
r

∑ =
k

kyF ,0 ( )∑ =
k

ky Fm ,0
r

∑ =
k

kzF ,0 ( )∑ =
k

kz Fm .0
r

При решении задач воспользуемся двойным проектированием силы .T
r

 Cначала
найдем модуль проекции этой силы на плоскость xBy и модуль проекции на ось
z.

 ,cosα⋅== TTT xyxy

r .sinα⋅== TTT zz

r

Так как проекция силы на плоскость есть величина векторная, то можно найти
модули ее проекций на оси координат x и y

,sincossin βαβ ⋅⋅=⋅== TTTT xyxx

r

.coscoscos βαβ ⋅⋅=⋅== TTTT xyyy

r

Таким образом момент силы T относительно всех осей Bx, By, Bz имеют вид:

 ( ) ,sin aTaTTm zx ⋅⋅=⋅= α
r

( ) ,sin bTbTTm yy ⋅⋅−=⋅−= α
r

( ) bTaTbTaTTm yxz ⋅⋅⋅−⋅⋅⋅=⋅−⋅= βαβα coscossincos
r

.
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Составим уравнение равновесия:

∑ =
k

kxF ;0 ,0sincoscos1 =⋅⋅−⋅−+ βαγ TPXX AB (1)

∑ =
k

kyF ;0 ,0coscos =⋅⋅− βαTYA (2)

∑ =
k

kzF ;0 ,0sinsin 21 =⋅+−⋅++ αγ TPPZZ BA (3)

( )∑ =
k

kx Fm ;0
r

,0sin
22 =⋅⋅+⋅+⋅− aTaZaP A α (4)

( ) ;0=∑ k
k

y Fm
r

,0sin
2

sin 21 =⋅⋅−⋅+⋅⋅− bTbPbP αγ  (5)

( )∑ =
k

kz Fm ;0
r

.0sincoscoscos =⋅⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅− aTbTaXM A βαβα (6)

Решая систему уравнений ( ) ( ),61 −  определим:

из (5) ( ),35sin
2sin

1
1

2 HPPT =



 ⋅−⋅= γ

α

из (6) ( ),7,46sincoscoscos HTT
a
b

a
MX A =⋅⋅+⋅⋅⋅−= βαβα

из (4) ( ),1,20sin
2
2 HTPZ A −=⋅−= α

из (2) ( ),0,15coscos HTYA =⋅⋅= βα

из (3) ( )HTZPPZ AB 3sinsin12 =⋅−−⋅−= αγ ,

из (1) ( ),45,48sincoscos1 HXTPX AB −=−⋅⋅+⋅= βαγ
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ЗАДАНИЕ С-5

Равновесие тел с учетом сил трения

Определить, при каких значениях силы F
r
возможно равновесие конструк-

ции, если коэффициент трения скольжения между тормозной колодкой и ка-
сающимся с ней телом равен f. Шириной колодки пренебречь, считая контакт
точечным. Определить также реакции опор O, A, B, C, D, соответствующие
предельному состоянию равновесия конструкции. Трением в шарнирах и опо-
рах пренебречь. Схемы вариантов приведены на рис.26-30, а необходимые дан-
ные - в таблице 5.

Таблица 5
№№ п/п Р, кН Q, кН a, м b, м l, м α, 0 f

1 0,1 0,4 0,5 0,7 0,03 45 0,10
2 0,2 0,6 0,6 0,4 – 30 0,20
3 0,3 0,8 0,8 0,2 0,06 60 0,25
4 0,4 0,5 0,4 0,5 0,08 30 0,15
5 0,5 0,9 0,3 0,7 0,04 60 0,10
6 0,6 1,0 0,2 0,6 – 45 0,25
7 0,4 1,2 0,7 0,2 0,06 30 0,20
8 0,3 1,4 0,8 0,4 – 60 0,15
9 0,5 1,6 0,5 0,3 – 45 0,20
10 0,3 1,2 0,6 0,3 0,08 30 0,25
11 0,1 0,4 0,5 0,7 0,03 45 0,10
12 0,2 0,6 0,6 0,4 – 30 0,20
13 0,3 0,8 0,8 0,2 – 60 0,25
14 0,4 0,5 0,4 0,5 0,08 30 0,15
15 0,5 0,9 0,3 0,7 – 60 0,10
16 0,6 1,0 0,2 0,6 0,05 45 0,25
17 0,4 1,2 0,7 0,2 0,9 30 0,20
18 0,3 1,4 0,8 0,4 0,02 60 0,15
19 0,5 1,6 0,5 0,3 0,08 45 0,20
20 0,3 1,2 0,6 0,3 – 30 0,25
21 0,1 0,4 0,5 0,7 0,03 – 0,10
22 0,2 0,6 0,6 0,4 0,04 – 0,20
23 0,3 0,8 0,8 0,2 0,06 45 0,25
24 0,4 0,5 0,4 0,5 0,08 30 0,15
25 0,5 0,9 0,3 0,7 0,04 30 0,10
26 0,6 1,0 0,2 0,6 0,05 60 0,25
27 0,4 1,2 0,7 0,2 0,06 45 0,20
28 0,3 1,4 0,8 0,4 0,02 30 0,15
29 0,5 1,6 0,5 0,3 0,08 60 0,20
30 0,3 1,2 0,6 0,3 0,08 45 0,25
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Рис. 26
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Рис. 27
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Рис. 28
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Рис. 29



45

Рис. 30
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ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ

Дано:   схема конструкции (рис.31а);   P = 0,3 кН,   Q = 1,2 кН,    a = 0,5 м,
b = 0,2 м,     l = 0,04 м,          α= 600,         β = 450,         f = 0,25.

Определить, при каких значениях силы F
r
возможно равновесие конструк-

ции. Определить также реакции опор O и A, соответствующие предельному со-
стоянию равновесия.

РЕШЕНИЕ

Рассматриваемая конструкция состоит из трех тел: тележки, барабана и
стержня AE с тормозной колодкой.

Рассмотрим равновесие, предполагая, что оно имеет место, для каждого из
тел в отдельности.

Рис. 31
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Сначала запишем уравнения равновесия тележки. На тележку действуют:

сила тяжестиQ
r

, реакция нити T
r
и нормальная реакция наклонной плоскости

1N
r

(рис.31б). Выбрав координатные оси, как показано на рисунке 31б, запишем
следующие уравнения равновесия указанной системы сил:







=

=

∑
∑

,0

,0

i
iy

i
ix

F

F
 





=⋅−
=−⋅

)2(.0cos
)1(.0sin

1 β
β

QN
TQ

Далее запишем уравнения равновесия барабана (рис.31в). На барабан дей-
ствуют: сила тяжести P

r
, реакция нитиT ′

r
, реакция шарнирно-неподвижной

опоры O, представленная двумя взаимно перпендикулярными составляющими
oX

r
, oY

r
, давление N

r
тормозной колодки и сила трения трF

r
. Учитывая, что вели-

чины сил T
r
и T ′

r
равны (T = T'), уравнения равновесия плоской произвольной

системы сил, действующей на барабан представим в виде:














=⋅−⋅⋅=

=⋅−⋅−⋅−−=

=+⋅−⋅+⋅=

∑
∑
∑

)5(.02,0)(

)4(,0cossinsin,0

)3(,0cossincos,0

RTRFFm

aNaFTPYF

XaFaNTF

тр
i

io

трo
i

y

oтр
i

ix

r
β

β

Затем рассмотрим равновесие стержня AE с тормозной колодкой (рис.31г).
На стержень AE с тормозной колодкой действует следующая плоская произ-
вольная система сил: силаF

r , нормальная реакция N ′
r

 барабана, сила трения трF ′
r

и реакция шарнирно-неподвижной опоры A, представляемая составляющи-
ми AX

r
, AY

r
. Согласно аксиоме о равенстве действия и противодействия величи-

ны сил N
r
иN ′

r
, а также трF

r
и трF ′  равны

N = N' , Fтр = F'тр . (6)

Уравнения равновесия указанной системы сил с учетом соотношений (6)
будут иметь вид:














=⋅+⋅−⋅+⋅=

=⋅+⋅+=

=⋅+⋅−+=

∑
∑
∑

)9(.0sin)(,0)(

)8(,0sincos,0

)7(,0cossin,0

abaFlFaNFm

aFaNYF

aFaNFXF

тр
i

io

трA
i

iy

трA
i

ix

r
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И, наконец, запишем условия равновесия конструкции при наличии тре-
ния:

NfFтр ⋅≤ (10)
Система полученных линейных алгебраических уравнений (1) – (5), (7) –

(9) с учетом неравенства (10) позволяет полностью решить поставленную зада-
чу.

Прежде всего необходимо найти, при каких значениях силы F конструкция
будет находиться в равновесии (то есть будет удовлетворяться неравенство
(10)). С этой целью найдем на основании уравнений (1), (5) и (9) величины сил
Fтр и N, входящих в неравенство (10):

,sin
2
1

β⋅⋅= QFтр (11)





 ⋅⋅⋅−⋅+⋅⋅= lQbaF

a
N βα sin

2
1sin)(1 (12)

В результате подстановки (11) и (12) в (10) получим следующее неравенст-
во:





 ⋅⋅⋅−⋅+⋅⋅≤⋅⋅ lQbaF

a
fQ βαβ sin

2
1sin)(sin

2
1 (13)

На основании (13) можно найти значения величины силы F, при которых
рассматриваемая конструкция будет находиться в состоянии равновесия:

α
β

sin)(
)(sin

2
1

⋅+⋅
⋅+⋅⋅

⋅≥
baf

lfaQF  (14)

При заданных параметрах, входящих в правую часть (14), значения вели-
чины силы F, при которых конструкция будет находиться в равновесии, опре-
делится неравенством:

кНF 43,1≥ (15)
В случае предельного состояния равновесия конструкции сила F будет

иметь минимальное значение
.43,1min кНF = (16)

Учитывая (16) и данные задачи, на основании (1), (3), (4), (7), (8), (11) и
(12) найдем реакции неподвижных опор O и A в случае предельного состояния
равновесия конструкции:

Xo = -1,86 кН, Yо = 2,12 кН, XА = -0,17 кН, YА = -1,22 кН.
Следует заметить, что уравнение равновесия (2) оказалось не востребованным
так как по условию задачи не требовалось определить нормальную реакцию N
наклонной плоскости.



49

ТРЕБОВАНИЯ К ОФОРМЛЕНИЮ РАБОТ

1. Расчетно-графические работы выполняются на листах писчей или чер-
тежной бумаги формата А4 (210×297 мм). Текст и рисунки наносятся только на
одну сторону листа. Выполнение рисунков «от руки» не допускается.

2.  Первая страница представляет собой титульный лист, образец которого
приведен ниже.

3. На второй странице записывается условие задания, вычерчивается за-
данная схема и выписываются из таблицы все данные (для соответствующего
варианта).

4. Решение задачи начинается с третьей страницы, на которой вычерчива-
ется расчетная схема механизма. Схема выполняется аккуратно, четко и в таком
масштабе, который позволит ясно изобразить все необходимые размеры, векто-
ры сил, моментов и т. д..
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