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Лабораторная работа № 3.
Энтропия как мера неопределенности. Условные энтропии.
Теоретические сведения

Энтропия как мера неопределенности
Интуитивно ясно, что степень неопределенности (неожиданности) при подбрасывании монеты или игрального кубика различна. Для практики важно уметь численно оценивать степень неопределенности самых разнообразных опытов, чтобы иметь возможность сравнивать их с этой стороны.

Исторически первые шаги к введению понятия энтропии были сделаны в 1928 году американским инженером-связистом Хартли, предложившим характеризовать степень неопределенности опыта с k различными исходами числом log(k). Однако он считал несущественным возможность неравновероятных исходов. Ошибочность точки зрения Хартли была показана Клодом Шенноном, предложившим принять в качестве меры неопределенности опыта α с возможными исходами А1, А2, …, Аk величину
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Он же предложил назвать это число «энтропией».

В применениях энтропии обычно используются логарифмы по основанию два. Это означает, что за единицу измерения энтропии принимается неопределенность, содержащаяся в опыте, имеющем два равновероятных исхода. Такая единица измерения неопределенности называется двойной единицей, или битом.
Энтропию дискретного опыта предлагается находить как вес всего неопределенности


Реальная ценность понятия энтропии определяется в первую очередь тем, что выражаемая им «степень неопределенности» опытов оказывается во многих случаях именно той характеристикой, которая играет роль в разнообразных процессах, встречающихся в природе и технике и так или иначе связанных с передачей и хранением каких-либо сообщений.

Пример 1. Какую степень неопределенности содержит опыт извлечения карточки с простой цифрой, вынутой из разрезной цифровой азбуки?

Решение. Из десяти цифр четыре (2, 3. 5, 7) являются простыми, поэтому вероятность р1 извлечь карточку с простой цифрой равна 0.4, а вероятность противоположного события р2 = 1 – 0.4 = 0.6

Воспользуемся формулой Шеннона

[image: image2.png]Q) = —log = + 2 10g 2
TR TR

= 10g10 — log4 — logé = log2 + log5 — 2 — log2 — log3

6
log5 — log3 — 2) (6uT)





Пример 2. Какую степень неопределенности содержит угадывание месяца рождения случайно встреченного человека?

Решение. Поскольку можно считать равновероятным рождение неизвестного человека в любой из 12 месяцев, то воспользуемся формулой Хартли
Н(α) = log 12 = log4+ log3 = (2+ log3) (бит).

Пример 3. Какую степень неопределенности содержит опыт угадывания цвета двух шаров, извлеченных из урны, в которой находятся два белых и три черных шара?

Решение. Построим граф неопределенности данного опыта:

H(α) находим как вес всего полученного графа.
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Условные энтропии
Уловная энтропия H(β/Ak) опыта β относительно исхода Ak определяется следующим образом:
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Условной энтропией H(β/α) опыта β относительно опыта α называется математическое ожидание условной энтропии опыта β относительно всех исходов опыта α
[image: image5.png]



Условную энтропию H(β/α) предлагается находить по следующему графу:

Свойства энтропии:
1) Н(α)≥0
2) Н(α)=0, если [image: image7.png]l,uscer\A;)=0,] 1




3) Н(α) – max, если все [image: image9.png]



4) H(α·β)= Н(α)+ Н(β/α)
5) 0≤ Н(β/α)≤ Н(β)
6) Н(α1·α2· … ·αn)≤ Н(α1)+ Н(α2)+ … + Н(αn)
Пример 4. Какую энтропию содержит опыт угадывания простой цифры при извлечении из цифровой азбуки при условии, что одна карточка утеряна?

Решение 1. Пусть опыт α = {утеряна одна карточка} = {A1, A2}, где A1={утеряна карточка с простой цифрой}, А2 = {утеряна карточка с непростой цифрой}. Опыт β = {угадывание карточки с простой цифрой}, и в задаче предлагается найти условную энтропию Н(β/α).
Поскольку карточек с простыми цифрами четыре, то 
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поскольку после утери карточки с простой цифрой осталось 9 карточек, и из них 3 с простой цифрой.
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Следовательно,
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Решение 2. Построим граф двух независимых опытов α и β:

Тогда,
[image: image14.png]



Пример 5. Какую неопределенность содержит опыт угадывания четности суммы очков случайно взятой кости домино, если известно, что одна кость утеряна?
Решение. Утеряна может быть кость с четной суммой или с нечетной, что задает предварительный опыт α. Находим условную энтропию как полный вес графа.
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Энтропия случайных величин
Энтропия H(X) дискретной случайной величины вычисляется по формуле:
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Для непрерывной случайной величины X с плотностью вероятности f(x) определятся дифференциальная энтропия как
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Здесь везде полагаем, что pi·log(pij)=0,если рi = 0 и f(x)log f(x) = 0, если f(x) = 0,так как [image: image19.png]lim,_., x - log(x) = 0



 .
Пример 6. Найти энтропию для биномиального распределения.
Решение.
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Пример 7. Найти дифференциальную энтропию для показательного распределения.

Решение.
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Вопросы для самоконтроля

1. В каком случае мера неопределенности не изменится при проведении предварительного опыта?

Задачи

I
 
1. В одном ряду в кинозале 20 мест. Десять человек произвольным образом занимают места в этом ряду. Найти степень неопределенности того, что все они сядут на места с номерами от 1 до 10.

II
 
1. В первой урне 2 белых и 4 черных шара, а во второй — 3 белых и 1 черный шар. Из первой урны переложили во вторую два шара. Какую энтропию содержит опыт: шар, вынутый из второй урны после перекладывания, окажется белым?
III

1. В урне 3 белых и 4 черных шара. Из урны без возвращения вытаскивают по одному шару до тех пор, пока не будет второй раз вытащен черный шар. Найдите энтропию для числа извлечений шаров до появления черного.
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