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1. Основные определения из теории графов

Алгоритмы сетевых методов основываются на теории графов. Приведем определения из этой теории, которые нам понадобятся в дальнейшем.


Определение 1. Ориентированным конечным графом называется пара множеств 

, где 

 - множество вершин, а 

- множество дуг, каждая из которых соединяет некоторую пару вершин графа. На рисунке (см. рис.1) вершины обычно обозначаются кружочками или квадратами, а дуги - стрелками. Дуга обозначается также парой вершин, которые она соединяет, например  

. Здесь 

 - начало дуги, а 

 - конец дуги. Таким образом, дуга имеет направление от начала к концу, на рисунке направление дуги отмечается стрелкой.
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Так в графе, изображенном на рис.1 имеется пять вершин 

 и шесть дуг 

. 


Ориентация дуги необходима, например, для изображения работы, так как она имеет начало и конец. Если ориентации нет или ее можно не учитывать, то говорят, что пара вершин соединена ребром (на рисунке изображается без стрелки). Так, если вершины графа есть станции АТС в городе, то телефонный кабель между двумя станциями можно представить ребром.


Определение 2. Граф называется неориентированным, если его вершины соединяются только ребрами.


Определение 3. Граф называется смешанным, если его вершины соединяются и ребрами и дугами.


На рис.2 и рис.3 приведены примеры неориентированного и смешанного графов соответственно.


Далее, если не оговорено особо, 

 - ориентированный конечный граф.


Определение 4. Путь - это конечная последовательность дуг, в которой начало каждой следующей дуги совпадает с концом предыдущей.


Так в графе на рис.1 последовательность (1;2),(2;3),(3;5)  есть путь. Последовательности (1;2),(3;5) и (1;2),(2;5) не являются путями. В первом случае конец первой дуги не является началом следующей, во втором случае в графе нет дуги (2;5), а есть дуга (5;2).


Определение 5. Замкнутый путь называется контуром.


В графе на рис.1 путь (2;3),(3;5),(5;2) - контур. В случае контура путь завершается в вершине, из которой начался.


В неориентированном графе путь называется цепью, а контур - циклом. 


Обозначим 

 - граф, который получается из 

 заменой дуг на ребра. На рис.2 изображен граф 

 для графа 

 на рис.1.


Определение 6. Граф 

 называется связным, если между всякой парой вершин в графе 

 существует по крайней мере одна цепь.


Определение 7. Граф 

 называется сильно связным, если между всякой парой его вершин существует по крайней мере один путь.


Граф на рис.1 является связным но не сильно связным, а граф на рис.4 - сильно связным.


Определение 8. Говорят, что граф 

 антисимметричен, если из того, что 

 следует, что обратной дуги нет, то есть 

.


Утверждение 1. Всякий граф 

 без контура антисимметричен.


Обратное утверждение не верно. Так граф на рис.4 антисимметричен, но в нем есть контур. Отметим, что ребро заменяется двумя противоположными дугами, соединяющими те же вершины, что и ребро. Поэтому при наличии ребра всегда есть контур.


Определение 9. Если дугам ориентированного графа не приписаны веса, то длина пути есть количество дуг в этом пути.


Так путь (1;2),(2;3),(3;5) в графе на рис.1 имеет длину равную трем. В случае, когда дугам приписаны веса используются и другие определения длины пути.


Граф 

 определяет бинарное отношение на множестве 

 вершин графа (отношение между парами вершин из  

) следующим образом. Вершина 

 находится в отношении с вершиной 

, если  

. Это бинарное отношение можно записать в виде матрицы смежности 

, где 

, если  

, и 

, если 

. Матрицы смежности графов на рис.1 и рис.3 (с заменой каждого ребра на две противоположные дуги) имеют соответственно вид :




;     

.


На вершинах ориентированного связного графа 

 без контуров определено еще одно бинарное отношение.


Определение 10. Говорят, что вершина 

 предшествует вершине 

 (краткая запись 

), если существует путь ненулевой длины от 

 к 

.


Так как в графе 

 нет контуров, то при выполнении отношения 

 не может выполняться 

 (иначе из двух путей : от 

 к 

 и от  

 к 

 можно составить контур, содержащий вершины 

 и 

). Если в графе на рис.1 удалить дугу (5;2), то он станет связным без контуров. В этом случае можем записать  1

 2, 1

 3, 1

 4, 1

 5, 2

 3, и т.д. (напомним, что здесь 1,2,3,4,5 - номера вершин и запись 1

 3 означает, что существует путь ненулевой длины из вершины 1 в вершину 3) . Отношение  

 обладает следующими свойствами : 


1) асимметричность: из 

 следует, что не выполняется 

;


2) транзитивность: из 

 и 

 следует, что 

; 


3) иррефлексивность: любая вершина 

 не находится в отношении 

 с вершиной 

 (т.е. сама с собой).


Определение 11. Иррефлексивное, транзитивное, а потому и асимметричное бинарное отношение 

 называется строгим частичным порядком.


Порядок является частичным, так как не все пары вершин из графа 

 находятся в этом отношении. Так в графе на рис.5 вершины с номерами 3 и 5 не находятся в отношении 

 , т.е. не выполняется 3

 5 и не выполняется 5

 3, так как нет соответствующих путей. 


Таким образом во всяком ориентированном связном графе без контуров можно установить отношение строгого частичного порядка. При этом, если 

 , то вершина 

 называется предком вершины 

 , а вершина 

 потомком вершины 

. 

2. Сетевые методы планирования


Для того, чтобы составить план работ по осуществлению больших и сложных проектов, состоящих из тысяч отдельных работ, необходимо описать этот проект с помощью некоторой математической модели. Одним из таких средств описания проекта является сетевая модель. 


Сетевая модель представляет собой план выполнения некоторого комплекса взаимосвязанных работ, заданного в специфической форме сети, графическое изображение которой называется сетевым графиком (графом). Главными элементами сетевой модели являются события и работы. 


Термин работа используется в широком смысле : 


1) действительная работа (возведение стен, окраска труб и т.д.);


2) ожидание (процесс сушки, отвердения бетона и т.д.);


3) зависимость или фиктивная работа - логическая связь между двумя или несколькими работами.

Работы видов 1) и 2) имеют известную положительную длительность. Работы вида 3) имеют нулевую длительность.


Событие  - момент завершения какого-либо процесса, отдельного этапа выполнения проекта.


Событие может являться частным результатом отдельной работы или суммарным результатом нескольких работ. Среди событий сетевой модели выделяют исходное (начальное событие, которому не предшествуют другие события и работы) и завершающее (событие, которое не предшествует ни одному событию и не является началом ни одной работы).


События на сетевом графике (графе) изображаются кружочками (вершинами графа), а работы дугами. Сетевая модель должна удовлетворять следующим правилам:


1. В сетевой модели должно быть ровно одно исходное и ровно одно завершающее событие.


2. В сети не должно быть контуров.


3. Любые два события должны быть непосредственно связаны не более, чем одной работой.


Составлением перечня работ по выполнению проекта, заданием их длительности, определением какие работы каким предшествуют занимаются специалисты по конкретным работам. Мы здесь будем рассматривать только составление сетевого графика и его исследование. Для исследования сетевого графика будем применять метод критического пути.


Перейдем к составлению сетевого графика. Нам понадобится упорядочить вершины графа. Для упорядочения вершин применяется метод разбивки графа на слои. 


Разбить все вершины ориентированного связного графа без контуров на слои означает, что множество 

 вершин графа нужно разбить на подмножества  S(1), S(2),...,S(k), называемые слоями, удовлетворяющие следующим условиям : 


1) все элементы данного слоя S(i) не имеют предков в следующих слоях S(i+1), S(i+2),..., S(k), элементы первого слоя не имеют предков, а элементы последнего потомков;


2) порядок вершин из одного слоя безразличен, т.е. не существует пути, соединяющего вершины одного слоя.


Разбиение на такие слои всегда существует.


Первый метод разбивки на слои. Рассмотрим пример. Пусть при составлении некоторого проекта выделено 12 событий (0, 1,...,11) и 23 связывающие их работы. В таблице 1 выписаны работы (дуги) и время их выполнения. Необходимо составить и упорядочить сетевой график. Составим матрицу смежности (первые 12 столбцов таблицы 2, вместо нулей оставлены пустые места). Вычисление элементов столбцов V0,...,V8 будет описано ниже.

Таблица 1

	Работа

(i, j)
	Время вып

tij
	Работа

(i, j)
	Время вып

tij
	Работа

(i, j)
	Время вып

tij

	(0; 1)
	8
	(3; 6)
	9
	(7; 8)
	4

	(0; 2)
	13
	(3; 7)
	10
	(7; 9)
	5

	(0; 3)
	9
	(3; 10)
	6
	(7; 10)
	13

	(1; 2)
	4
	(4; 8)
	3
	(8; 9)
	5

	(1; 4)
	9
	(5; 7)
	3
	(9; 11)
	13

	(1; 5)
	10
	(5; 8)
	8
	(10; 9)
	6

	(2; 3)
	7
	(6; 10)
	4
	(10; 11)
	7

	(2; 7)
	6
	(7;6)
	8
	
	


Таблица 2
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Затем вычислим столбец V0, каждый элемент которого есть сумма по соответствующей строке элементов матрицы смежности и припишем этот столбец справа к матрице смежности. Столбец V0 имеет ноль в строке 11. Значит вершина 11 не имеет потомков и является завершающей. Вершину 11 поместим в слой номер 1. Нумерация слоев потом будет изменена, так как в рассматриваемом методе разбивка по слоям идет с конца. Далее вычислим столбец V1 , вычитая из столбца V0 столбец 11 матрицы смежности (столбец 11 соответствует вершине, вошедшей в первый слой). Столбец V1 припишем справа к получившейся матрице. Строку 11 далее не рассматриваем. В столбце V1 имеется единственный нулевой элемент в 9 - ой строке, значит вершина 9 образует слой номер 2. Столбец V2 находим, вычитая из столбца V1 столбец 9 матрицы смежности. В столбце V2 нулевые элементы стоят в восьмой и десятой строках, значит вершины под номерами 8 и 10 образуют третий слой. Не рассматривая далее восьмую и девятую строки, вычтем из столбца V2  8 - ой и 10 - ый столбцы матрицы смежности. Получим столбец V3 . Продолжая, аналогично находим столбцы V4 - V8 . Перенумеруем слои в обратном порядке (римскими цифрами). Граф в соответствии со слоями изображен на рис. 5 .


Разбивка на слои может быть неоднозначной. Так вершина 4 может находиться в любом из слоев III, IV, V и при этом условия 1), 2) будут выполняться.
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Второй метод разбивки графа на слои


Определение 12. Транзитивным замыканием вершины 

 графа  

 называется подмножество вершин графа, содержащее вершину  

 и те вершины, к которым существует путь из  

.


Определение 13. Матрицей транзитивного замыкания графа  

 (

 ) назовем матрицу 

   такую, что 

, если из 

 - ой вершины есть путь в 

- ую вершину и 

если из 

 - ой вершины не сущствует путь в 

- ую вершину.


Таким образом по матрице транзитивного замыкания можно определить транзитивное замыкание любой вершины ( в клетках 

 - ой строки стоят 1 в тех столбцах, которым  соответствуют вершины достижимые из 

 - ой вершины).


Рассмотрим произведение матрий смежности S, в которых по диоганали дописаны 1. Пусть S* = S(S, тогда элемент этой матрицы определяется из равенства




Каждое слагаемое в этой сумме равно единице, если 

 и 

. Но в этом случае существует путь из 

 - ой вершины в 

- ую вершину длиной (в смысле определения 9) не более, чем 2. Пусть матрица S2 получается из матрицы S* заменой ненулевых элементов на 1. Тогда элементы матрицы S2 

, если существует путь длиной не более чем 2 из 

 в 

 и 

 в противном случае. Умножим теперь матрицу S2 на себя и вновь заменим ненклевые элементы единичными. Полученная матрица укажет нам вершины, соединяемые путем длиной не более чем 4. Продолжим этот процесс до тех пор, пока матрица после умножения и замены ненулевых элементов на 1 не изменится. В этом случае будет получена матрица 

 транзитивного замыкания.


Выберем в матрице 

 строки, содержащие тольку одну единицу, соответствующие вершины отнесем к слою 0. Строки и столбцы соответствующие этим вершинам вычеркнем из матрицы. В новой матрице 

 выделим строки, содержащие только одну единицу и соответствующие вершины отнесем к слою 1 и т.д.


Отметим, что на первой итерации исключаются вершины не имеющие потомков (одна единица обязательно стоит на диоганали матрицы 

). Далее исключаются вершины, не имеющие потомков кроме тех, что находятся в слое 0 и т.д. Таким образом данный алгоритм, также как и предыдущий, нумерует слои начиная с последнего, поэтому после разбивки графа на слои нужно перенумеровать эти слои в обратном порядке.


Рассмотрим работу этого алгоритма на примере графа, матрица смежности которого приведена в таблице 2. Далее приведены матрицы 



 , 

 и 

. Матрица 

 получилась равной матрице 

, следовательно, матрица 

, транзитивного замыкания графа на рис. 5 , будет совпадать с матрицой 

. В матрице 

 единственная строка (соответствующая  вершине 11)  имеет одну единицу. Помещаем вершину 11 в первый слой. Вычеркиваем из матрицы 

=

 соответствующие вершине 11 последнюю строку и последний столбец, получа-






















ем матрицу 

. В этой матрице предпоследняя строка, соответствующая вершине 9,  имеет одну единицу.  Помещаем вершину 9 в слой 2. Вычеркиваем из матрицы 

 предпоследнюю строку и предпоследний столбец, получаем матрицу 

. В матрице 

 последние две строки, соответствующие вершинам 8 и 10, имеют одну единицу. Помещаем эти вершины в слой 3. Вычеркиваем две последние строки и два последних столбца из матрицы 

, получаем матрицу 

. Продолжая аналогично получим разбиение по слоям. Перенумеруем слои, разбиение получится таким же, как и в первом методе.


Применение ЭВМ в обработке сетевого графика требует упорядочить не только вершины но и дуги.


Определение 14. Дуги вида 

 называются предшествующими дуге 

.




Для упорядочения дуг применяются те же два метода,  только вместо матрицы смежности используется матрица предшествования дуг. Для графа, заданного на рис.1, эта матрица - матрица 

.


2.1 Время окончания проекта. Критический путь


Когда граф проекта построен встает вопрос : за какое время будет выполнен весь проект. 


Определение 15. Полный путь - путь из исходной вершины в завершающую.


Таких путей в графе на рис.5 несколько. Например



: (0;1),(1;4),(4;8),(8;9),(9;11) ; 

 : (0;1),(1;2),(2;7),(7;9),(9;11).

Так как нам известны время, которое требуется для выполнения каждой работы, то мы можем сосчитать время необходимое для последовательного выполнения всех работ, входящих в путь. Для пути 

 это время равно

t(0,1)+t(1,4)+t(4,8)+t(8,9)+t(9,11)=8+9+3+5+13=38,

для 


t(0,1)+t(1,2)+t(2,7)+t(7,9)+t(9,11)=8+4+6+5+13=36.

Время окончания всех работ проекта (завершение проекта) совпадает с суммой времен работ входящих в самый неблагоприятный по длительности полный путь.


Определение 16. Полный путь называется критическим, если сумма времен выполнения работ в него входящих самая большая среди таких же времен всех других полных путей.


Поиск критического пути. Начнем с вычисления ожидаемого времени выполнения событий. Процесс вычисления будет идти по слоям от I-го к IX . 


В слое I находится единственная вершина 0. Ей присваиваем время t0=0, это начало выполнения проекта. Переходим к слою II. В этом слое также одна вершина 1, в которую входит единственная дуга (0;1). Следовательно, вершина 1 может быть выполнена за время 



.

Переходим к слою III. В нем находится вершина 2, в которую входят две дуги (0;2) и (1;2). Тогда вершина 2 может быть выполнена за время



.


Аналогично находим :

   - в IV слое  

,



    

;

   - в V слое    

;

   - в VI слое   

,  

;

   - в VII слое  

,  



     

;

   - в VIII слое 

;

   - в IX слое    

.


Итак, время выполнения проекта равно 61. Величина 

 называется ожидаемым временем наступления события i. Расчеты осуществляются от слоя к слою, т.к. ожидаемое время вершины (события) из данного слоя зависит от времен выполнения работ, заканчивающихся в вершине и ожидаемых времен выполнения вершин предыдущих слоев.


Теперь, двигаясь назад из завершающей вершины, находим дуги, на которых получилось время 

. Эти дуги составят критический путь или критические пути, если их несколько. В нашем примере 

 получилось на дуге (9;11), 

 на дуге (10;9), 

 на дуге (7;10), (0;2)(2;3)(3;7)(7; 10)(10;9)(9;11), входящие в критический путь также явля​ются критическими. Любое замедление в выполнении критических работ или в наступлении критических событий приведет к соответствующему замедлению выполнения всего проекта. У событий и работ, не являющих​ся критическими, есть некоторый резерв.
2.2. Резервы времени событий. Для каждого некритического собы​тия i важно знать предельный срок его наступления, т.е. срок, превыше​ние которого приведет к задержке выполнения всего проекта. Пусть T(i) -самое большое время на всевозможных путях из вершины i в завершаю​щую вершину п. Тогда предельное время 
[image: image1.wmf]*
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t

 наступления события i опре​деляется равенством 
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Для каждого события i есть два граничных срока: 

время  
[image: image3.wmf]i

t

 - ожидаемое время наступления события i;
время 
[image: image4.wmf]*

i

t

  - предельное время наступления события i.
Для критических событий имеет место равенство
[image: image5.wmf]*

i

t

  = 
[image: image6.wmf]i

t

,  для некритических 
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( 
[image: image8.wmf]i

t

.
Определение 17. Интервал [
[image: image9.wmf]*

i

t

, 
[image: image10.wmf]i

t

 ] называется интервалом свободы, а его длина R(i) = 
[image: image11.wmf]*

i

t

-
[image: image12.wmf]i

t

. называется резервом времени события i.
Вычислим граничные сроки 
[image: image13.wmf]*

i

t

   и резервы времени R(i)  в нашем примере, двигаясь по слоям от последнего к начальному:
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 =61,   R(11)  = 0;
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= 48,  R (9) = 0;
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=42,  R(10) = 0;
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- t(8,9) = 48-5 = 43,  R (8) = 43-33=10;
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  = 29,  R (7) = 0;
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 - t(6,10) = 42-4 = 38,   R (6) = 38-37=1;
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-t(1,4))} = min{(43 – 8),(29-3)} = 26,   R(5) = 1;
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 - /(4,8) = 43 - 3 = 40,  R (4) = 23;
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 = 20,   R(3) = 0;
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-t(1,5))} = min{9,31,16} = 9,   R(1) = 1;
2.3. Резервы времени работ. Определим сначала ранние и поздние сроки начала и окончания работ.
Определение 17. Ранний срок 
[image: image39.wmf]рн

t

(i,j) начала работы (i,j)  совпадает с ожидаемым временем наступления события i, т.е.

[image: image40.wmf]рн

t

(i,j) = 
[image: image41.wmf]i

t

 .
Это определение естественным образом вытекает из того, что работа (i,j) не может начаться раньше, чем наступит событие i, являющееся началь​ным для этой работы.
Определение 18. Ранний срок 
[image: image42.wmf]ро

t

(i,j) окончания работы (i,j) опре​деляется равенством

[image: image43.wmf]ро

t

(i,j) = 
[image: image44.wmf]i

t

+ t(i,j)   
Определение 19. Поздний срок
[image: image45.wmf]по

t

(i,j)  окончания работы (ij) опре​деляется равенством

[image: image46.wmf]по

t

(i,j)   = 
[image: image47.wmf]*
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Таким образом, поздний срок окончания работы определяется из ус​ловия, что задержка на срок, больший tno(i,j). вызовет задержку всего проекта.
Определение 20. Поздний срок
[image: image48.wmf]пн

t

 (i,j) начала работы (i,j) задается равенством
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t

 (i,j) = 
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Перейдем к резервам времени работ.
Определение21. Полным резервом 
[image: image51.wmf]п

R

(i,j) работы (i,j) называется максимально возможная величина, на которую можно увеличить время выполнения данной работы при условии, что событие i наступило в ожи​даемое время 
[image: image52.wmf]i

t

, а срок выполнения всего проекта не изменится.
Полный резерв определяется по формуле

[image: image53.wmf]п

R

(i,j)= 
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- 
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 - t(i,j) .
Этим резервом можно воспользоваться, если начальное событие i наступит в ожидаемое время 
[image: image56.wmf]i

t

(самое раннее из возможных), а конечное событие j в самый поздний срок
[image: image57.wmf]*

j

t

.
Определение 22. Пусть событие i наступило в ожидаемое время 
[image: image58.wmf]i

t

. Тогда свободным резервом Rc(i,j) работы (i,j) называется часть полного резерва, на которую можно увеличить продолжительность работы, не из​меняя при этом раннего срока
[image: image59.wmf]j

t

ее конечного события j. Rc(i,j) =
[image: image60.wmf]i

t

-
[image: image61.wmf]j

t

- t(i,j) .
Свободным резервом можно располагать в случае, если начальное и конечное события наступают в свои ранние сроки.
Определение 23. Независимым резервом Rн(i,j)  работы (i,j) назы​вается величина, на которую возможна задержка работы (i,j)  при условии, что начальное событие i наступает в предельно позднее время
[image: image62.wmf]*

i

t

, а конеч​ное событие j в наиболее раннее время 
[image: image63.wmf]j

t

, т.е.

Rн(i,j) = max{0; 
[image: image64.wmf]j
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-
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t

- t(i,j)} .
Выражение для Rн(i,j) определяется через максимум, т.к. величина 
[image: image66.wmf]j

t

-
[image: image67.wmf]j

t

- t(i,j) может оказаться отрицательной. Если у некоторой работы (i,j)  независимый резерв времени больше нуля (Rн(i,j)>0), то, увеличи​вая длительность исполнения работы в пределах этого резерва, мы не из​меним резервы времени у других работ и событий.
Определение 24. Частным резервом R1(i,j)  работы (i,j) называется часть полного резерва, на которую можно увеличить продолжительность работы (i,j) при условии, что начальное и конечное события наступают в свои самые поздние сроки 
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и
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Рассчитаем все резервы для графа на рис.5 . Резервы всех видов для событий и работ, лежащих на критическом пути, равны нулю. Рассчитаем резервы для события 1 и работы (0,1). Имеем :
· интервал свободы   [
[image: image72.wmf]1

t

,
[image: image73.wmf]*

1

t

 ] = [8,9], R(1) = 9-8= 1   ;
· 
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(0,1) =
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t

-
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t

- t(0,1) = 9-0-8=1;
· Rс(0,1) =
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t

-
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t

- t(0,1) = 8-0-8 = 0;
· Rн(0,1) =
[image: image79.wmf]1

t

-
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- t(0,1) = 8-0-8 = 0;
· R1(0,1)= 
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- 
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- t(0,1) = 4-0-8=1.
Для события 3 и работы (3, 6): 
-
[image: image83.wmf]2

t

=
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, R(3) = 0  (событие 3 лежит на критическом пути);
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-
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- t (3,6) = 38-20-9 = 9; 
Rс(3,6) =
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-
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 - t (3,6) = 37-20-9 = 8;
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 - t (3,6) = 37-20-9 = 8; 
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 - t (3,6)= 38-20-9=9.
Для события 5 и работы (5, 8):
· [
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t

,
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 ]= [18,26], R(5) = 8; 
· 
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(5,8) =
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-
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- t(5,8) = 43 - 18 - 8 = 17,
· Rн(5,8) =  min{0; 
[image: image101.wmf]8

t

-
[image: image102.wmf]*

5

t

- t(0,1)}= min{0; 33 - 26 – 8} = 0 ;
· Rс(5,8) =
[image: image103.wmf]8
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-
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- t(0,1) =33 – 18 -8 =7; R1(5,8)= 
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8

t

- 
[image: image106.wmf]*

5

t

 - t(5,8).
Аналогичные расчеты, проведенные для других вершин, сведены в таблицу
	Работа (ij)
	Интервал свободы
[t, ,t,*j
	R(i)
	
	
	
	Я,('\У)

	(0,1) (0,2) (0,3)
	0 0 0
	1
0
11
	0 0
11
	0 0
11
	1
0
11

	(1,2) (1,4) (1,5)
	[8,9] [8,9] [8,9]
	1 1 1
	1
23 8
	1
0 0
	0 0 0
	0
22  7

	(2,3) (2,7)
	0 0
	0 10
	0 10
	0 10
	0  10

	(3, 6) (3,7) (3, 10)
	0 0 0
	9   0  16
	8   0  16
	8   0
16
	9   0  16

	(4,8)
	[17,40]
	23
	23
	13
	0
	0

	(5,7) (5,8)
	[18,26] [18,26]
	8 8
	8
17
	8
7
	0 0
	0  9

	(6, 10)
	[37,38]         1
	1
	1
	0
	0

	(7,6) (7.8) (7.9)  (7, 10)
	0 0 0 0
	1 10 14  0
	0
0 14  0
	0   0  14  0
	1  10 14  0

	(8,9)
	[33,43]
	10
	10
	10
	0
	0

	(9,11)
	0
	0
	0
	0
	0

	(10,9)
	0
	0
	0
	0
	0

	(10, 11)
	0
	3
	3
	3
	3


2.4. Задачи для самостоятельного решения. В задачах, приводимых ниже, даны работы и их длительность. Необходимо построить сете​вую модель, разбить по слоям вершины и дуги, найти критический путь и вычислить все резервы событий и работ.
1. t(1,2)=7; t(l, 3)=6; t(l, 4)=5; t(l,7)=8; t(2, 5)=21; t(2, 7)=7; t(1,6)=3 t(2,8)=4; t(3,4)=11; t(3,5)=9; t(3, 8)=6; t(4,7)=0; t(4,6)=2; t(5, 8)=2; t(6,5)=3; t(6,8)=6; t(6, 7)=8; t(7, 8)=11.
2. t(1, 2)=3, t(1, 4)=11, t(13)=4, t(1,6)=8, t(2,4)=7, t(2,5)=9, t(2,7)=7, t(3, 4)=9, t(3, 6)=2, t(3, 7)=4, t(4, 8)=3, t(4, 9)=3, t(5, 8)=5, t(6,7)=5, t(6,9)=8, t(6,10)=9, t(7,8)=4, t(7,10)=8, t(7,11)=5, t(8,11)=11, t(9, 10)=4, t(9, 12)=5, t(10, 11)=4, t(10, 12)=3, t(11, 12)=2.


3. t(0,1)=20, t(0,2)=32, t(1,2)=12, t(1,3)=7, t(1,4)=9, t(2,7)=7,  

t(2,9)=5, t(3,4)=26, t(3,5)=13, t(3,9)=6, t(4, 6)=22, t(4,9)=7, t(5, 6)=25, t(5,7)=3, t(5,10)=8, t(6,7)=13, t(6,8)=5, t(6,10)=9, t(7,8)=11, t(9,5)=6, t(9,6)=5, t(10,8)=14.


4. t(0,1)=18, t(0,2)=30, t(0,3)=15, t(1,4)=22, t(1,5)=12, t(2,6)=30, t(2,7)=25, t(3,8)=25, t(3,9)=9, t(4,5)=30, t(5,11)=22, t(6,11)=32, t(7,6)=35, t(8,10)=15, t(9,7)=20, t(9,10)=5, t(10,11)=42.


5. t(1,2)=4, t(1,3)=4, t(1,4)=12, t(2,3)=6, t(2,4)=7, t(2,7)=5, t(3,4)=10, t(3,5)=24, t(4,5)=10, t(4,7)=8, t(4,9)=9, t(5,6)=30, t(5,9)=21, t(6,8)=17, t(6,9)=11, t(6,10)=14, t(7,6)=15, t(7,8)=19, t(8,10)=17,t(9,10)= 21. 


6.


7. t(1,2)=5, t(1,3)=5, t(1,4)=5, t(2,5)=10, t(2,6)=10, t(3,2)=7, t(3,4)=7, t(4,6)=4, t(4,7)=4, t(5,8)=3, t(5,9)=3, t(6,5)=6, t(6,7)=6, t(7,9)=9, t(7,10)=9, t(8,9)=2, t(8,11)=2, t(9,10)=8, t(9,11)=8, t(10,11)=4.


8. t(1,2)=3, t(1,3)=4, t(1,4)=5, t(2,5)=5, t(3,6)=8, t(4,7)=8, t(5,7)=7, t(5,8)=6, t(6,9)=4, t(7,8)=5, t(7,9)=6, t(8,10)=9, t(8,11)=3, t(9,11)=7, t(10,11)=5.


9. t(1,2)=5, t(1,3)=3, t(1,4)=4, t(2,3)=2, t(2,4)=9, t(2,6)=7, t(3,6)=2, t(3,7)=10, t(4,5)=8, t(4,7)=5, t(5,7)=7, t(5,8)=7, t(5,9)=6, t(6,5)=9, t(6,8)=7, t(6,9)=4, t(7,8)=8, t(7,10)=8, t(8,9)=10,  t(8,10)=6, t(9,10)=7.


10. t(1,2)=3, t(1,3)=3, t(1,4)=3, t(2,5)=7, t(2,6)=2, t(3,4)=7, t(3,6)=5, t(3,7)=4, t(4,7)=6, t(4,9)=8, t(5,8)=11, t(5,11)=15, t(6,7)=3, t(6,8)=10, t(7,8)=12, t(7,9)=7, t(7,11)=9, t(8,10)=8, t(8,11)=15, t(9,10)=5, t(9,11)=12, t(10,11)=3.


11. t(0,1)=2, t(0,2)=4, t(0,3)=5, t(0,5)=4; t(1,3)=2, t(1,4)=7, t(1,7)=3, t(2,3)=11, t(2,5)=3, t(2,7)=4, t(3,4)=4, t(3,7)=5, t(4,6)=2, t(4,8)=5, t(5,3)=3, t(5,4)=1, t(5,6)=5, t(5,7)=7, t(5,8)=8, t(5,9)=6, t(6,8)=11, t(6,9)=10, t(6,10)=15, t(7,6)=8,  t(7,8)=13, t(8,9)=9, t(8,10)=5.


12. t(0,1)=4, t(0,2)=6, t(0,3)=5, t(1,4)=7, t(2,1)=1, t(2,3)=2, t(2,4)=5, t(2,5)=4, t(3,5)=5, t(3,9)=8, t(4,5)=7, t(4,6)=3, t(5,6)=4, t(5,7)=2, t(5,9)=6, t(6,7)=9, t(6,8)=6, t(7,8)=11, t(7,9)=5, t(7,10)=12, t(8,10)=10, t(9,10)=7.


13. t(0,1)=1, t(0,2)=1, t(0,3)=5, t(1,2)=4, t(1,5)=7, t(2,4)=3, t(2,5)=4, t(3,2)=2, t(3,5)=1, t(3,7)=7, t(4,5)=5, t(4,6)=4, t(4,7)=8, t(5,8)=2, t(6,5)=3, t(6,7)=8, t(6,8)=6, t(6,9)=12, t(6,10)=17, t(7,8)=2, t(7,10)=9, t(8,9)=7, t(9,10)=3.


14. t(0,1)=4, t(0,2)=3, t(0,3)=6, t(1,2)=5, t(1,3)=5, t(1,4)=3, t(2,3)=4, t(2,4)=7, t(2,5)=6, t(3,5)=5, t(3,6)=2, t(3,7)=8, t(4,3)=2, t(4,5)=9, t(4,6)=2, t(4,7)=4, t(5,6)=1, t(5,8)=2, t(5,9)=11, t(6,7)=2, t(6,8)=5, t(7,8)=2, t(7,9)=10, t(8,9)=6, t(8,10)=12, t(9,10)=7.


15. t(0,1)=10, t(0,2)=20, t(0,3)=30, t(1,2)=5, t(1,4)=20, t(2,4)=11, t(3,5)=5, t(3,7)=10, t(4,5)=5, t(4,6)=10, t(5,6)=10, t(5,7)=10, t(6,8)=5, t(7,8)=20.


16. t(0,1)=4, t(0,2)=4, t(0,3)=12, t(1,3)=10, t(1,4)=24, t(1,5)=18, t(2,1)=6, t(2,3)=7, t(3,4)=10, t(3,6)=12, t(4,5)=6, t(4,6)=7, t(4,7)=3, t(5,7)=11, t(6,7)=13.


17.  t(0,1)=3, t(0,2)=6, t(0,3)=5, t(1,3)=3, t(1,4)=7, t(1,7)=5, t(2,3)=1, t(2,5)=5, t(3,4)=3, t(4,6)=2, t(4,8)=6, t(5,3)=3, t(5,4)=2, t(5,6)=6, t(5,8)=9, t(6,8)=9, t(7,8)=13.


18. t(0,1)=5, t(0,2)=6, t(0,3)=3, t(1,3)=6, t(1,4)=5, t(2,3)=3, t(2,5)=6, t(3,5)=6, t(3,6)=1, t(4,3)=3, t(4,6)=3, t(4,7)=5, t(5,6)=3, t(5,8)=5, t(6,7)=3, t(6,8)=6, t(7,8)=3.


19. t(0,1)=3, t(0,2)=5, t(0,3)=12, t(1,4)=18, t(1,3)=9, t(1,5)=17, t(2,1)=7, t(2,3)=6, t(3,4)=11, t(3,6)=13, t(4,5)=6, t(4,6)=9, t(4,7)=5, t(5,7)=12, t(5,8)=15, t(6,7)=15, t(6,8)=7, t(7,8)=5.


20. t(0,1)=1, t(0,2)=3, t(0,3)=5, t(1,2)=5, t(1,5)=7, t(2,4)=5, t(3,2)=3, t(3,5)=2, t(3,7)=9, t(4,6)=5, t(4,5)=6, t(5,8)=3, t(6,5)=5, t(6,7)=9, t(6,8)=6, t(6,9)=5, t(7,8)=3, t(7,9)=11, t(8,9)=7.


21. t(0,1)=11, t(0,2)=12, t(0,3)=21, t(1,2)=6, t(1,4)=18, t(2,4)=11, t(3,2)=6, t(3,5)=7, t(3,7)=12, t(4,6)=9, t(4,5)=3, t(5,6)=7, t(5,7)=11, t(5,9)=9, t(6,8)=5, t(6,9)=12, t(7,8)=21, t(8,9)=9.


22. t(0,1)=7, t(0,2)=6, t(1,3)=4, t(1,4)=5, t(2,4)=1, t(2,5)=9, t(3,6)=3, t(4,5)=2, t(4,7)=5, t(5,7)=10, t(5,8)=11, t(6,9)=12, t(7,6)=3, t(7,8)=5, t(7,10)=13, t(8,9)=15, t(8,10)=7, t(9,10)=18.


23. t(0,1)=5, t(0,2)=9, t(1,3)=7, t(1,4)=3, t(2,3)=11, t(2,5)=6, t(3,6)=7, t(4,3)=10, t(4,5)=1, t(4,7)=4, t(5,8)=15, t(6,9)=13, t(7,3)=7, t(7,6)=3, t(7,8)=6, t(7,10)=10, t(8,9)=6, t(8,10)=5, t(9,10)=8.
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