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Глава 2

Линейная алгебра

2.4 Типовой расчет

≪Евклидовы пространства≫

Теоретические упражнения

1. Из свойств евклидова скалярного умножения (x, y) = (y, x) и
(αx + βy, z) = α(x, z) + β(y, z) вывести следуещее его свойство:

(x, αy + βz) = α(x, y) + β(x, z)

для любых векторов x, y, z и любых действительных чисел α, β.
2. Из свойств унитарного скалярного умножения (x, y) = (y, x) и

(αx + βy, z) = α(x, z) + β(y, z) вывести следуещее его свойство:

(x, αy + βz) = ᾱ(x, y) + β̄(x, z)

для любых векторов x, y, z и любых комплексных чисел α, β.
3. Показать, что скалярный квадрат любого вектора комплексно-

го евклидова пространства есть действительное число.
4. Показать, что линейное подпространство евклидова (унитар-

ного) пространства, рассматриваемое с тем же скалярным произве-
дением, является евклидовым (унитарным) пространством.

5. Пусть в линейном пространстве заданы две операции скалярно-
го умножения (x, y)1 и (x, y)2. Показать, что для любых чисел λ ≥ 0
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и µ ≥ 0, одновременно не равных нулю, операцией скалярного умно-
жения будет и (x, y) = λ(x, y)1 + µ(x, y)2.

6. Обозначим через x1, x2 и y1, y2 координаты векторов x и y

в некотором базисе вещественного линейного двумерного простран-
ства. Найти условия на вещественные коэфициенты a11, a12, a21 и
a22, необходимые и достаточные для того, чтобы функция

F (x, y) = a11x1y1 + a12x1y2 + a21x2y1 + a22x2

задавала евклидово скалярное произведение.
7. Обозначим через x1, x2 и y1, y2 координаты векторов x и y в

некотором базисе комплекного линейного двумерного пространства.
Найти условия на комплексные коэфициенты a11, a12, a21 и a22, необ-
ходимые и достаточные для того, чтобы функция

F (x, y) = a11x1ȳ1 + a12x1ȳ2 + a21x2ȳ1 + a22x2ȳ2

задавала унитарное скалярное произведение.
8. Показать, что в линейном пространстве многочленов степени

не выше n с вешественными коэффициентами скалярное произведе-
ние может быть задано формулой:

а) (p, q) = α0β0+α1β1+. . .+αnβn, где α0, α1, . . . , αn и β0, β1, . . . , βn

— коэффициенты многочленов p и q;
б) (p, q) =

∑n

k=0 p(k)(a)q(k)(a) где p(k)(a) и q(k)(a) — производные
k-го порядка, вычисленные в некоторой точке a вещественной оси.

9. Пусть t1, . . . , tm — попарно различные вещественные числа. До-
казать, что в линейном пространстве многочленов степени не выше
n (n < m) с вещественными коэфициентами можно задать формулой

(f, g) =

n
∑

k=1

f(tk)g(tk).

Является ли эта функция евклидовым скалярным произведением,
если m ≤ n?

10. Проверить, что:
1) в линейном пространстве непрерывных на отрезке [a, b]

функций с обычными операциями сложения и умножения на число
скалярное произведение может быть задано формулой

(f, g) =

b
∫

a

f(t)g(t)dt;
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2) в комплексном линейном пространстве комплексных функций
вещественной переменной, непрерывных на отрезке [a, b] с обычными
операциями сложения и умножения на число скалярное произведение
может быть задано формулой

(f, g) =

b
∫

a

f(t)g(t)dt.

11. Доказать, что равенство |(x, y)| = ‖x‖ · ‖y‖ имеет место тогда
и только тогда, когда векторы x и y линейно зависимы.

12. Доказать, что в линейном пространстве непрерывных функ-

ций на отрезке [0, 1] со скалярным произведением (f, g) =
1
∫

0

f(t)g(t)dt

угол между двумя соседними векторами fn = tn−1 и fn+1 = tn си-
стемы векторов 1, t, t2, . . . , tn, . . . стремится к нулю при n → ∞.

13. Доказать, что если подпространство евклидова пространства
инвариантно относительно линейного оператора A, то его ортого-
нальное дополнение инвариантно относительно A

∗.
14. Доказать, что ядро и образ сопряженного оператра A

∗ явля-
ются ортогональными дополнениями соответственно к образу и ядру
оператора A.

15. Доказать, что проектирование евклидова пространства L1 ⊕
L2 на подпространство L1 параллельно L2 является самосопряжен-
ным оператором тогда и только тогда, когда L1 и L2 ортогональны.

Расчетные задания

Задача 1. Обозначим через x1, x2, x3 и y1, y2, y3 координаты век-
торов x и y в некотором базисе трехмерного вещественного линейно-
го пространства. Определить, может ли заданная функция F (x, y)
служить скалярным произведением.

1. F (x, y) = x1y1+x1y2+x1y3+x2y1+2x2y2+2x2y3+x3y1+2x3y2+
4x3y3.

2. F (x, y) = x1y1+x1y2+x1y3+x2y1−2x2y2+2x2y3+x3y1+2x3y2+
4x3y3.
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3. F (x, y) = 2x1y1 + x1y2 + 2x1y3 + x2y1 + x2y2 + x2y3 + 2x3y1 +
x3y2 + 4x3y3.

4. F (x, y) = 2x1y1 + x1y2 + 2x1y3 + x2y1 − x2y2 + x2y3 + 2x3y1 +
x3y2 − 4x3y3.

5. F (x, y) = 4x1y1 + 2x1y2 + x1y3 + 2x2y1 + 2x2y2 + x2y3 + x3y1 +
x3y2 + x3y3.

6. F (x, y) = x1y1 + 2x1y2 − x1y3 + 2x2y1 + 2x2y2 + x2y3 − x3y1 +
x3y2 + x3y3.

7. F (x, y) = 4x1y1 + x1y2 + 2x1y3 + x2y1 + x2y2 + x2y3 + 2x3y1 +
x3y2 + 2x3y3.

8. F (x, y) = 2x1y1 + x1y2 + 2x1y3 + x2y1 + x2y2 + x2y3 + 2x3y1 +
x3y2 − 2x3y3.

9. F (x, y) = x1y1+x1y2+x1y3+x2y1+4x2y2+2x2y3+x3y1+2x3y2+
2x3y3.

10. F (x, y) = x1y1+x1y2+x1y3+x2y1+2x2y2−2x2y3+x3y1−2x3y2+
x3y3.

11. F (x, y) = 2x1y1 + 2x1y2 + x1y3 + 2x2y1 + 4x2y2 + x2y3 + x3y1 +
x3y2 + x3y3.

12. F (x, y) = 2x1y1 + 2x1y2 + x1y3 + 2x2y1 − 4x2y2 + x2y3 + x3y1 +
x3y2 − x3y3.

13. F (x, y) = x1y1−x1y2+x1y3−x2y1+2x2y2+2x2y3+x3y1+2x3y2+
4x3y3.

14. F (x, y) = x1y1−x1y2+x1y3−x2y1+2x2y2+2x2y3+x3y1+2x3y2+
2x3y3.

15. F (x, y) = x1y1+x1y2−x1y3+x2y1+2x2y2+2x2y3−x3y1+2x3y2+
4x3y3.

16. F (x, y) = x1y1 +x1y2−x1y3 +x2y1 +x2y2 +2x2y3−x3y1+2x3y2 +
4x3y3.

17. F (x, y) = x1y1+x1y2+x1y3+x2y1+2x2y2−2x2y3+x3y1−2x3y2+
4x3y3.
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18. F (x, y) = x1y1 + 2x1y2 + x1y3 + 2x2y1 + 2x2y2 − 2x2y3 + x3y1 −
2x3y2 − 4x3y3.

19. F (x, y) = 2x1y1 − x1y2 + 2x1y3 − x2y1 + x2y2 + x2y3 + 2x3y1 +
x3y2 + 4x3y3.

20. F (x, y) = 2x1y1 − x1y2 + 2x1y3 − x2y1 + x2y2 + x2y3 + 2x3y1 +
x3y2 − 4x3y3.

21. F (x, y) = 2x1y1 + x1y2 − 2x1y3 + x2y1 + x2y2 + x2y3 − 2x3y1 +
x3y2 + 4x3y3.

22. F (x, y) = 2x1y1 + x1y2 − 2x1y3 + x2y1 + x2y2 + x2y3 − 2x3y1 +
x3y2 − 4x3y3.

23. F (x, y) = 2x1y1 +x1y2 +x1y3 +x2y1 +x2y2−x2y3+2x3y1−x3y2 +
4x3y3.

24. F (x, y) = 2x1y1 +x1y2 +x1y3 +x2y1−x2y2−x2y3+2x3y1−x3y2 +
4x3y3.

25. F (x, y) = 4x1y1 − x1y2 + 2x1y3 − x2y1 + x2y2 + x2y3 + 2x3y1 +
x3y2 + 2x3y3.

26. F (x, y) = 2x1y1 − x1y2 + 2x1y3 − x2y1 + x2y2 + x2y3 + 2x3y1 +
x3y2 − 2x3y3.

27. F (x, y) = 4x1y1 + x1y2 − 2x1y3 + x2y1 + x2y2 + x2y3 − 2x3y1 +
x3y2 + 2x3y3.

28. F (x, y) = x1y1 +x1y2−2x1y3 +x2y1 +x2y2 +x2y3−2x3y1 +x3y2−
2x3y3.

29. F (x, y) = 4x1y1 + x1y2 + 2x1y3 + x2y1 + x2y2 − x2y3 + 2x3y1 −
x3y2 + 2x3y3.

30. F (x, y) = x1y1 + x1y2 + 2x1y3 + x2y1 + 2x2y2 − x2y3 + 2x3y1 −
x3y2 − 2x3y3.

Задача 2. Обозначим через x1, x2 и y1, y2 координаты векторов
x и y в некотором базисе n-мерного комплексного линейного про-
странства. Определить, может ли заданная функция F (x, y) служить
скалярным произведением.
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1. F (x, y) = x1ȳ1 + (1 + i)x1ȳ2 + (1 − i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

2. F (x, y) = x1ȳ1 + (1 − i)x1ȳ2 + (1 + i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2.

3. F (x, y) = x1ȳ1 + (1 − i)x1ȳ2 + (1 + i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

4. F (x, y) = x1ȳ1 + (−1 + i)x1ȳ2 − (1 + i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2.

5. F (x, y) = x1ȳ1 + (−1 + i)x1ȳ2 − (1 + i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

6. F (x, y) = x1ȳ1 − (1 + i)x1ȳ2 + (−1 + i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2.

7. F (x, y) = x1ȳ1 − (1 + i)x1ȳ2 + (−1 + i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

8. F (x, y) = 2x1ȳ1 + (2 + i)x1ȳ2 + (2 − i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2.

9. F (x, y) = 2x1ȳ1 + (2 + i)x1ȳ2 + (2 − i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

10. F (x, y) = 2x1ȳ1 + (2 − i)x1ȳ2 + (2 + i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2.

11. F (x, y) = 2x1ȳ1 + (2 − i)x1ȳ2 + (2 + i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

12. F (x, y) = 2x1ȳ1 + (−2 + i)x1ȳ2 − (2 + i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2.

13. F (x, y) = 2x1ȳ1 + (−2 + i)x1ȳ2 − (2 + i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

14. F (x, y) = 2x1ȳ1 − (2 + i)x1ȳ2 + (−2 + i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2.

15. F (x, y) = 2x1ȳ1 − (2 + i)x1ȳ2 + (−2 + i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

16. F (x, y) = 3x1ȳ1 + (1 + i)x1ȳ2 + (1 − i)x2ȳ1 + x2ȳ2.

17. F (x, y) = 2x1ȳ1 + (1 + i)x1ȳ2 + (1 − i)x2ȳ1 + x2ȳ2.

18. F (x, y) = 3x1ȳ1 + (1 − i)x1ȳ2 + (1 + i)x2ȳ1 + x2ȳ2.

19. F (x, y) = 2x1ȳ1 + (1 − i)x1ȳ2 + (1 + i)x2ȳ1 + x2ȳ2.

20. F (x, y) = 3x1ȳ1 + (−1 + i)x1ȳ2 − (1 + i)x2ȳ1 + x2ȳ2.

21. F (x, y) = 2x1ȳ1 + (−1 + i)x1ȳ2 − (1 + i)x2ȳ1 + x2ȳ2.

22. F (x, y) = 3x1ȳ1 − (1 + i)x1ȳ2 + (−1 + i)x2ȳ1 + x2ȳ2.

23. F (x, y) = 2x1ȳ1 − (1 + i)x1ȳ2 + (−1 + i)x2ȳ1 + x2ȳ2.
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24. F (x, y) = 3x1ȳ1 + (2 + i)x1ȳ2 + (2 − i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

25. F (x, y) = 2x1ȳ1 + (2 + i)x1ȳ2 + (2 − i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

26. F (x, y) = 3x1ȳ1 + (2 − i)x1ȳ2 + (2 + i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

27. F (x, y) = 2x1ȳ1 + (2 − i)x1ȳ2 + (2 + i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

28. F (x, y) = 3x1ȳ1 + (−2 + i)x1ȳ2 − (2 + i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

29. F (x, y) = 2x1ȳ1 + (−2 + i)x1ȳ2 − (2 + i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

30. F (x, y) = 3x1ȳ1 − (2 + i)x1ȳ2 + (−2 + i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2.

Задача 3. В двумерном комплексном арифметическом про-
странстве скалярное произведение задано как функция компанент
x1, x2 и y1, y2 векторов x и y.

1) Вычислить матрицы Грама стандартного базиса и базиса, со-
ставленного из данных векторов < f1, f2 >:

а) по определению матрицы Грама;
б) используя связь матриц Грама различных базисов.

2) Найти выражение скалярного произведения векторов x, y через
их компаненты в базисе < f1, f2 >.

1. (x, y) = 4x1ȳ1 + ix1ȳ2 − ix2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
1 + i

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

2. (x, y) = 2x1ȳ1 + (2 + i)x1ȳ2 + (2 − i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2,

f1 =

(

1
0

)

, f2 =

(

1
−i

)

.

3. (x, y) = x1ȳ1 + (1 + i)x1ȳ2 + (1 − i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2,

f1 =

(

1
0

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

4. (x, y) = 4x1ȳ1 + 2ix1ȳ2 − 2ix2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
1 + i

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.
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5. (x, y) = 2x1ȳ1 + (1 − i)x1ȳ2 + (1 + i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2,

f1 =

(

1
i

)

, f2 =

(

1
−1

)

.

6. (x, y) = 2x1ȳ1 + (1 − i)x1ȳ2 + (1 + i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
0

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

7. (x, y) = 2x1ȳ1 + ix1ȳ2 − ix2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
1 + i

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

8. (x, y) = 2x1ȳ1 + ix1ȳ2 − ix2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
1

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

9. (x, y) = 2x1ȳ1 − ix1ȳ2 + ix2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
1 + i

)

, f2 =

(

−1
1 − i

)

.

10. (x, y) = 2x1ȳ1 + 2ix1ȳ2 − 2ix2ȳ1 + 3x2ȳ2,

f1 =

(

2
−1 + i

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

11. (x, y) = 2x1ȳ1 + ix1ȳ2 − ix2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
1 + i

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

12. (x, y) = 3x1ȳ1 + (2 + i)x1ȳ2 + (2 − i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2,

f1 =

(

1
2i

)

, f2 =

(

1
−1

)

.

13. (x, y) = 2x1ȳ1 + (1 + i)x1ȳ2 + (1 − i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
0

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

14. (x, y) = 4x1ȳ1 + 2ix1ȳ2 − 2ix2ȳ1 + 3x2ȳ2,

f1 =

(

1
1 + i

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.
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15. (x, y) = 2x1ȳ1 + (1 − 2i)x1ȳ2 + (1 + 2i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2,

f1 =

(

1
2i

)

, f2 =

(

1
1

)

.

16. (x, y) = x1ȳ1 + (1 − 2i)x1ȳ2 + (1 + 2i)x2ȳ1 + 6x2ȳ2,

f1 =

(

1
0

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

17. (x, y) = 3x1ȳ1 + 2ix1ȳ2 − 2ix2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
1 + i

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

18. (x, y) = 4x1ȳ1 − 2ix1ȳ2 + 2ix2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
1

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

19. (x, y) = 4x1ȳ1 − ix1ȳ2 + ix2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
1 + i

)

, f2 =

(

−1
1 − i

)

.

20. (x, y) = 3x1ȳ1 + 2ix1ȳ2 − 2ix2ȳ1 + 3x2ȳ2,

f1 =

(

2
−1 + i

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

21. (x, y) = 4x1ȳ1 + ix1ȳ2 − ix2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
−i

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

22. (x, y) = 2x1ȳ1 + (2 + i)x1ȳ2 + (2 − i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2,

f1 =

(

1
i

)

, f2 =

(

1
−1

)

.

23. (x, y) = x1ȳ1 + (1 + i)x1ȳ2 + (1 − i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2,

f1 =

(

1
2

)

, f2 =

(

−1
1 − i

)

.

24. (x, y) = 4x1ȳ1 + 2ix1ȳ2 − 2ix2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
2 + i

)

, f2 =

(

−1
1 − i

)

.
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25. (x, y) = 2x1ȳ1 + (1 − i)x1ȳ2 + (1 + i)x2ȳ1 + 3x2ȳ2,

f1 =

(

1
1 + i

)

, f2 =

(

1
−1

)

.

26. (x, y) = 2x1ȳ1 + (1 − i)x1ȳ2 + (1 + i)x2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

i

1

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

27. (x, y) = 2x1ȳ1 + ix1ȳ2 − ix2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
−2i

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

28. (x, y) = 2x1ȳ1 + ix1ȳ2 − ix2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
−1

)

, f2 =

(

−1
2i

)

.

29. (x, y) = 2x1ȳ1 − ix1ȳ2 + ix2ȳ1 + 2x2ȳ2,

f1 =

(

1
1 + i

)

, f2 =

(

1
−i

)

.

30. (x, y) = 2x1ȳ1 + 2ix1ȳ2 − 2ix2ȳ1 + 3x2ȳ2,

f1 =

(

2
−i

)

, f2 =

(

−1
1 + i

)

.

Задача 4. Векторы x и y трехмерного вещественного евкли-
дова пространства заданы в базисе < e1, e2, e3 > координатными
столбцами ξ и η соответственно, и известна матрица Грама Γf ба-
зиса < f1, f2, f3 >.

1) Вычислить матрицу Грама Γe базиса < e1, e2, e3 >.
2) Cкалярное произведение векторов x и y:

а) используя выражение скалярного произведения в базисе
< e1, e2, e3 >;

б) используя выражение скалярного произведения в базисе
< f1, f2, f3 >.

1. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





3 1 −1
1 2 1

−1 1 2



, ξ =





1
2
1



, η =





1
1

−1



.

13

2. f1 = e1 + e2, f2 = e1 + e3, f3 = e2 + e3,

Γf =





5 2 3
2 3 1
3 1 4



, ξ =





1
−2

1



, η =





1
1
1



.

3. f1 = e1, f2 = e1 + 2e2 + e3, f3 = e2 + e3,

Γf =





1 3 −1
3 12 2

−1 2 10



, ξ =





0
1
1



, η =





1
−2

1



.

4. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





1 −1 1
−1 2 −2

1 −2 3



, ξ =





1
2
1



, η =





1
1

−1



.

5. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





2 1 0
1 2 1
0 1 1



, ξ =





1
2
1



, η =





1
1
2



.

6. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





3 −1 1
−1 2 −1

1 −1 2



, ξ =





1
2
1



, η =





1
1

−1



.

7. f1 = e1 + e2, f2 = e1 + e3, f3 = e2 + e3,

Γf =





5 2 3
2 3 −1
3 −1 4



, ξ =





1
−2

1



, η =





1
1
1



.

8. f1 = e1, f2 = e1 + 2e2 + e3, f3 = −e2 + e3,

Γf =





2 1 1
1 8 4
1 4 5



, ξ =





0
1
0



, η =





1
−2

1



.

9. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





1 1 1
1 2 −2
1 −2 3



, ξ =





1
2
1



, η =





1
1

−1



.
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10. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





2 1 0
1 3 1
0 1 4



, ξ =





1
2
1



, η =





2
1
2



.

11. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





3 1 1
1 2 −1
1 −1 2



, ξ =





1
2
1



, η =





1
1

−1



.

12. f1 = e1 + e2, f2 = e1 + e3, f3 = e2 + e3,

Γf =





5 2 −3
2 3 −1

−3 −1 4



, ξ =





1
−2

1



, η =





1
1
1



.

13. f1 = e1, f2 = −e1 + 2e2 + e3, f3 = −e2 + e3,

Γf =





1 −1 1
−1 4 −4

1 −4 5



, ξ =





0
1

−1



, η =





1
−2

1



.

14. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





1 −1 −1
−1 2 −2
−1 −2 4



, ξ =





1
2
1



, η =





1
1

−1



.

15. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





2 −2 0
−2 3 −1

0 −1 1



, ξ =





1
2
1



, η =





1
1

−2



.

16. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





3 −1 −1
−1 2 1
−1 1 2



, ξ =





−1
2
1



, η =





1
1

−1



.

17. f1 = e1 + e2, f2 = e1 + e3, f3 = e2 + e3,

Γf =





5 −2 3
−2 3 −1

3 −1 4



, ξ =





1
−2

1



, η =





1
1

−1



.
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18. f1 = e1, f2 = e1 + 2e2 + e3, f3 = e2 + e3,

Γf =





1 −3 1
−3 12 −2

1 −2 10



, ξ =





0
1

−1



, η =





1
−2

1



.

19. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





1 1 −1
1 2 −2

−1 −2 3



, ξ =





1
2
1



, η =





1
1

−1



.

20. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





2 −1 0
−1 2 −1

0 −1 1



, ξ =





1
2

−1



, η =





1
1
2



.

21. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





3 1 1
1 2 −1
1 −1 3



, ξ =





1
−2

1



, η =





1
1

−1



.

22. f1 = e1 + e2, f2 = e1 + e3, f3 = e2 + e3,

Γf =





5 2 −3
2 3 −1

−3 −1 4



, ξ =





1
−2

1



, η =





1
0
1



.

23. f1 = e1, f2 = e1 + 2e2 + e3, f3 = −e2 + e3,

Γf =





2 −1 −1
−1 8 4
−1 4 5



, ξ =





−2
1
0



, η =





1
−2

1



.

24. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





1 −1 1
−1 2 −2

1 −2 3



, ξ =





−1
2
1



, η =





1
1

−1



.

25. f1 = e1, f2 = e1 − e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





2 −1 0
−1 3 −1

0 −1 4



, ξ =





1
2
1



, η =





2
1
−2



.
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26. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 − e3,

Γf =





3 1 1
1 2 −1
1 −1 4



, ξ =





−1
2
1



, η =





1
1

−1



.

27. f1 = e1 + e2, f2 = e1 + e3, f3 = e2 + e3,

Γf =





3 2 −3
2 5 1

−3 1 4



, ξ =





1
2
1



, η =





1
−1

1



.

28. f1 = e1, f2 = −e1 + 2e2 + e3, f3 = −e2 + e3,

Γf =





1 −1 1
−1 4 −4

1 −4 5



, ξ =





0
1

−1



, η =





1
2
1



.

29. f1 = −e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





1 −1 −1
−1 2 2
−1 2 4



, ξ =





1
2
0



, η =





1
1

−1



.

30. f1 = e1, f2 = e1 + e2, f3 = e2 + e3,

Γf =





2 −2 0
−2 3 1

0 1 1



, ξ =





1
−2

1



, η =





1
1

−2



.

Задача 5. Найти какой-нибудь нормированный вектор, ортого-
нальный к данной системе векторов арифметического пространства
с заданным скалярным произведением:

1. (1, 2, 1, 0)T , (1, 1, 1, 1)T , скалярное произведение стандартное.

2. (1, 2, 0)T , (2, 0,−1)T , (x, y) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 −
x2y3 − x3y2 + 3x3y3.

3. (1, 1, 2, 0)T , (1, 2, 2, 1)T , скалярное произведение стандартное.

4. (2, 1, 0)T , (1, 2,−1)T , (x, y) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 −
x2y3 − x3y2 + 3x3y3.
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5. (1+i, 1−i, 1)T , (i, 1−i, 1)T , скалярное произведение стандартное.

6. (−1, 1 + i, 0)T , (0, 1, i)T , скалярное произведение стандартное.

7. (1, 2, 0)T , (2, 0,−1)T , (x, y) = 3x1y1 +x1y2 +x2y1 +2x2y2−x1y3−
x3y1 + x2y3 + x3y2 + 2x3y3.

8. (1, 0, 2, 3)T , (1, 2, 2, 1), скалярное произведение стандартное.

9. (2, 1, 0)T , (1, 2, 1)T , (x, y) = 5x1y1+2x1y2+2x2y1+3x2y2+3x1y3+
3x3y1 + x2y3 + x3y2 + 4x3y3.

10. (−1, 1, i)T , (2 + i, 1, 1 + 2i)T , скалярное произведение стандарт-
ное.

11. (1, 2, 1, 0)T , (2, 3, 2, 1), скалярное произведение стандартное.

12. (1, 2, 0)T , (3, 2,−1)T , (x, y) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 −
x2y3 − x3y2 + 3x3y3.

13. (1, 1, 2, 0)T , (2, 3, 4, 1), скалярное произведение стандартное.

14. (2, 1, 0)T , (1, 2,−1)T , (x, y) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 −
x2y3 − x3y2 + 3x3y3.

15. (2+i, 2−i, 1)T , (i, 1−i, 1)T , скалярное произведение стандартное.

16. (−1, 1 + i, 0)T , (−1, 2 + i, i)T , скалярное произведение стандарт-
ное.

17. (1, 2, 0)T , (4, 2,−1)T , (x, y) = 3x1y1 +x1y2 +x2y1 +2x2y2−x1y3−
x3y1 + x2y3 + x3y2 + 2x3y3.

18. (1, 0, 2, 3)T , (3, 2, 4, 7)T , скалярное произведение стандартное.

19. (2, 1, 0)T , (1, 2, 1)T , (x, y) = 5x1y1+2x1y2+2x2y1+3x2y2+3x1y3+
3x3y1 + x2y3 + x3y2 + 4x3y3.

20. (−1, 1, i)T , (i, 3, 1 + 4i)T , скалярное произведение стандартное.

21. (2, 3, 2, 1)T , (1, 1, 1, 1), скалярное произведение стандартное.

22. (3, 2,−1)T , (2, 0,−1)T , (x, y) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 −
x2y3 − x3y2 + 3x3y3.
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23. (2, 3, 4, 1)T , (1, 2, 2, 1)T , скалярное произведение стандартное.

24. (3, 3,−1)T , (1, 2,−1)T , (x, y) = 4x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2 −
x2y3 − x3y2 + 3x3y3.

25. (1−i, 1+i, i)T , (1, 1−i, 1)T , скалярное произведение стандартное.

26. (−1, 3 + i, 2i)T , (0, 1, i)T , скалярное произведение стандартное.

27. (5, 2,−2)T , (2, 0,−1)T , (x, y) = 3x1y1+x1y2+x2y1+2x2y2−x1y3−
x3y1 + x2y3 + x3y2 + 2x3y3.

28. (0,−2, 0, 2)T , (1, 2, 2, 1)T , скалярное произведение стандартное.

29. (1,−1,−1)T , (1, 2, 1)T , (x, y) = 5x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 3x2y2 +
3x1y3 + 3x3y1 + x2y3 + x3y2 + 4x3y3.

30. (1+ i, 2, 1+3i)T , (2+ i, 1, 1+2i)T , скалярное произведение стан-
дартное.

Задача 6. Система векторов задана в ортонормированном ба-
зисе евлидова или унитарного пространства координатными столб-
цами. При помощи процесса ортогонализации построить ортонорми-
рованный базис в линейной оболочке этих векторов:

1. (1,−1, 0, 1 + i)T , (1,−i, 0,−2 + i)T , (1 + 2i, 4 − i, 0,−1)T .

2. (i, 0, 1,−i)T , (2, 0, 0,−1)T , (0, 0, 2,−i)T .

3. (1,−1, 1,−1)T , (4,−2, 4,−2)T , (−2, 7,−3,−2)T .

4. (1,−3, 2, 1)T , (−1, 7,−3,−2)T , (2,−2, 3, 1)T .

5. (1, 0, 1,−1)T , (6, 0, 4,−5)T , (3, 2,−5, 4)T .

6. (1, 2,−1, 1)T , (−5,−5, 4,−2)T , (−3, 6, 2, 0)T .

7. (1, 2, 1, 1)T , (3, 4, 1, 1)T , (1,−3,−1, 1)T .

8. (1 + i, 0, 1,−1)T , (2 − i, 0,−1, i)T , (−1, 0, 1 + 2i, 4 − i)T .

9. (1, i, 0,−i)T , (0, 2, 0,−1)T , (2, 0, 0,−i)T .
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10. (1, 3, 1, 2)T , (2, 4,−3, 2)T , (1, 1,−1, 2)T .

11. (0, 2, 1 + i, 1 − 2i)T , (0, 1, i, 2− i)T , (0, 1 + 2i, 1 − i, 1)T .

12. (2 + i, 0, 1,−1− i)T , (2, 0, 0,−1)T , (0, 0, 2,−i)T .

13. (5,−3, 5,−3)T , (4,−2, 4,−2)T , (−2, 7,−3,−2)T .

14. (0, 4,−1,−1)T , (−1, 7,−3,−2)T , (2,−2, 3, 1)T .

15. (7, 0, 5,−6)T , (6, 0, 4,−5)T , (3, 2,−5, 4)T .

16. (4, 3,−3, 1)T , (−5,−5, 4,−2)T , (−3, 6, 2, 0)T .

17. (4, 6, 2, 2)T , (3, 4, 1, 1)T , (1,−3,−1, 1)T .

18. (0, 3, 0,−1 + i)T , (0, 2 − i,−1, i)T , (0,−1, 1 + 2i, 4 − i)T .

19. (1, 2 + i,−1 − i, 0)T , (0, 2,−1, 0)T , (2, 0,−i, 0)T .

20. (3, 7,−2, 4)T , (2, 4,−3, 2)T , (1, 1,−1, 2)T .

21. (1 + i, 0, 3 − i, i)T , (1, 0, i, 2 + i)T , (1 + 2i, 0, 4 − i, 1)T .

22. (i, 3, 0,−2i)T , (2, 0, 0,−1)T , (0, 2, 0,−i)T .

23. (−1, 6,−2,−3)T , (4,−2, 4,−2)T , (−2, 7,−3,−2)T .

24. (3,−5, 5, 2)T , (−1, 7,−3,−2)T , (2,−2, 3, 1)T .

25. (4, 2,−4, 3)T , (6, 0, 4,−5)T , (3, 2,−5, 4)T .

26. (−2, 8, 1, 1)T , (−5,−5, 4,−2)T , (−3, 6, 2, 0)T .

27. (2,−1, 0, 2)T , (3, 4, 1, 1)T , (1,−3,−1, 1)T .

28. (i, 2 + 2i, 0, 3− i)T , (2 − i,−1, 0, i)T , (−1, 1 + 2i, 0, 4 − i)T .

29. (3, 0, i,−2i)T , (0, 0, 2,−1)T , (2, 0, 0,−i)T .

30. (2, 4, 0, 4)T , (2, 4,−3, 2)T , (1, 1,−1, 2)T .

Задача 7. Дополнить до ортогональных базисов данные систе-
мы векторов арифметического пространства со стандартным скаляр-
ным произведением.
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1. (1, 1, 1, 2)T , (1, 0, 1,−1)T ; 2. (1,−1, 2, 0)T , (−1, 1, 1, 3)T ;

3. (1, 2, 1, 2)T , (1, 1,−1,−1)T ; 4. (1,−1, 0, 1)T , (1, 1,−1, 0)T ;

5. (1, 1, 1, 1)T , (1,−1, 1,−1)T ; 6. (0, 1, 0, 1)T , (1, 1, 2,−1)T ;

7. (1, 1, 1, 1)T , (1,−1,−1, 1)T ; 8. (2, 5, 4, 3)T , (3, 4,−5,−2)T ;

9. (1, 3, 5, 7)T , (7,−5, 3,−1)T ; 10. (1, 4, 7, 0)T , (3, 1,−1, 1)T ;

11. (1, 1, 2, 1)T , (1, 0,−1, 1)T ; 12. (1,−1, 0, 2)T , (−1, 1, 3, 1)T ;

13. (1, 2, 2, 1)T , (1, 1,−1,−1)T ; 14. (1,−1, 1, 0)T , (1, 1, 0,−1)T ;

15. (1, 1, 1, 1)T , (1,−1,−1, 1)T ; 16. (0, 1, 1, 0)T , (1, 1,−1, 2)T ;

17. (1, 1, 1, 1)T , (1,−1, 1,−1)T ; 18. (2, 5, 3, 4)T , (3, 4,−2,−5)T ;

19. (1, 3, 7, 5)T , (7,−5,−1, 3)T ; 20. (1, 4, 0, 7)T , (3, 1, 1,−1)T ;

21. (1, 1, 1, 2)T , (0, 1, 1,−1)T ; 22. (−1, 1, 2, 0)T , (1,−1, 1, 3)T ;

23. (2, 1, 1, 2)T , (1, 1,−1,−1)T ; 24. (−1, 1, 0, 1)T , (1, 1,−1, 0)T ;

25. (1, 1, 1, 1)T , (−1, 1, 1,−1)T ; 26. (1, 0, 0, 1)T , (1, 1, 2,−1)T ;

27. (1, 1, 1, 1)T , (−1, 1,−1, 1)T ; 28. (5, 2, 4, 3)T , (4, 3,−5,−2)T ;

29. (3, 1, 5, 7)T , (−5, 7, 3,−1)T ; 30. (4, 1, 7, 0)T , (1, 3,−1, 1)T ;

Задача 8. Подпространство L евклидова пространства задано в
некотором ортонормированном базисе системой линейных уравнений
Ax = 0.

1) Найти какой-либо ортонормированный базис в L.
2) Найти ортогональное дополнение подпространства L и указать

какой-либо базис в L⊥.
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1.





1 3 −5 9 −1
2 7 −3 −7 2
1 4 2 −16 3



. 2.





5 2 −1 3 4
3 1 −3 3 5
6 3 −2 4 5



.

3.





3 2 −2 −1 4
7 5 −3 −2 4
1 1 1 0 −7



. 4.





6 3 −2 4 7
7 4 −3 2 4
1 1 −1 −2 −3



.

5.





3 −5 2 5
7 −4 1 3
5 7 −4 −9



. 6.





1 1 3 −2 3
2 2 5 −1 3
1 1 4 −5 6



.

7.





1 2 3 −2 1
1 2 7 −4 1
1 2 11 −6 1



. 8.





6 3 2 3 4
4 2 1 2 3
2 1 1 1 1



.

9.





3 2 4 1 2
3 2 −2 1 0
3 2 16 1 6



. 10.





1 1 1 2 1
1 −2 −3 1 −1
2 −1 −2 3 0



.

11.





3 1 −4 2 1
2 −2 −3 −7 2
1 11 0 34 −5



. 12.





7 2 −1 −2 2
1 −3 1 −1 −1
2 3 2 1 1



.

13.





1 1 10 1 −1
5 −1 8 −2 2
3 −3 −12 −4 4



. 14.





6 −9 21 −3 −12
−4 6 −14 2 8

2 −3 7 −1 −4



.

15.





2 −1 2 −1 1
1 10 −3 −2 −1
4 19 −4 −5 −1



. 16.





5 −2 9 −4 −1
1 4 2 2 −5
6 2 11 −2 −6



.

17.





12 −1 7 11 −1
24 −2 14 22 −2
1 1 1 −1 2



. 18.





1 2 1 4 1
2 1 3 1 −5
1 3 −1 6 −1



.
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19.





2 3 3 −3 −1
1 6 −1 1 2
1 16 −6 6 7



. 20.





1 2 −1 1 −1
1 1 2 −1 1
2 3 1 0 0



.

21.





8 1 1 −1 2
3 −3 −2 1 −3
5 4 3 −2 5



. 22.





1 3 −1 12 −1
2 −2 1 −10 1
3 1 0 2 0



.

23.





7 −14 3 −1 1
1 −2 1 −3 7
5 −10 1 5 −13



. 24.





1 2 3 1 −1
2 −2 −6 −4 1
3 −2 3 3 −1



.

25.





1 1 1 −1 −1
2 1 −2 −1 −2
1 2 5 −2 −1



. 26.





2 2 −2 1 −3
3 −1 2 −1 2
1 −3 4 −2 5



.

27.





1 2 −3 10 −1
−1 −2 3 10 1

1 6 −9 30 −3



. 28.





2 1 −1 7 5
1 −2 3 −5 −7
3 −1 2 2 −2



.

29.





2 −2 −3 −7 2
1 11 0 34 −5
1 −5 −2 −16 3



. 30.





3 1 −8 2 1
1 11 −12 0 −5
1 −5 2 1 3



.

Задача 9. Подпространство L евклидова пространства является
линейной оболочкой векторов, заданных в некотором ортонормиро-
ванном базисе пространства координатными столбцами a1, a2. Найти
ортогональную проекцию y на L и ортогональную составляющую z

относительно L вектора x, заданного в том же базисе координатным
столбцом ξ:

1. a1 = (1,−1, 1, 0)T , a2 = (2,−1, 0, 1)T , ξ = (4,−1, 1, 2)T .

2. a1 = (1,−1, 1, 1)T , a2 = (1, 4,−1, 0)T , ξ = (3, 2, 1, 1)T .

3. a1 = (1, 0,−1, 1)T , a2 = (3, 3,−2, 1)T , ξ = (3, 4,−2, 4)T .

4. a1 = (3, 3,−2, 1)T , a2 = (−1, 6, 3,−5)T , ξ = (2, 8, 2,−6)T .
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5. a1 = (2, 0,−1,−1)T , a2 = (1,−1, 1,−1)T , ξ = (4, 0, 2,−1)T .

6. a1 = (1,−1, 1,−1)T , a2 = (1, 1,−1,−1)T , ξ = (3,−2, 1,−1)T .

7. a1 = (1, 1, 1, 1)T , a2 = (5, 1, 1, 3)T , ξ = (7, 1, 2, 5)T .

8. a1 = (5, 1, 1, 3)T , a2 = (3,−1, 1, 0)T , ξ = (7, 3, 3, 5)T .

9. a1 = (1, 0,−1, 1)T , a2 = (3, 3,−2, 1)T , ξ = (5, 4,−2, 0)T .

10. a1 = (2, 0,−1,−1)T , a2 = (1,−1, 1,−1)T , ξ = (4, 0, 1,−1)T .

11. a1 = (3,−2, 1, 1)T , a2 = (2,−1, 0, 1)T , ξ = (6,−2, 1, 1)T .

12. a1 = (2, 3, 0, 1)T , a2 = (1, 4,−1, 0)T , ξ = (4, 6,−1, 5)T .

13. a1 = (4, 3,−3, 2)T , a2 = (3, 3,−2, 1)T , ξ = (5, 7,−6, 4)T .

14. a1 = (2, 9, 1,−4)T , a2 = (−1, 6, 3,−5)T , ξ = (6, 15, 5,−8)T .

15. a1 = (3,−1, 0,−2)T , a2 = (1,−1, 1,−1)T , ξ = (3,−2, 2,−4)T .

16. a1 = (3, 1,−1,−3)T , a2 = (1, 1,−1,−1)T , ξ = (5, 3,−1,−3)T .

17. a1 = (3, 1, 1, 2)T , a2 = (5, 1, 1, 3)T , ξ = (7, 6, 3, 5)T .

18. a1 = (8, 0, 2, 3)T , a2 = (3,−1, 1, 0)T , ξ = (10, 0, 5, 5)T .

19. a1 = (4, 3,−3, 2)T , a2 = (3, 3,−2, 1)T , ξ = (7, 7,−5, 1)T .

20. a1 = (3,−1,−2,−2)T , a2 = (1,−1, 1,−1)T , ξ = (3,−2,−2,−4)T .

21. a1 = (1,−1, 1, 0)T , a2 = (3,−2, 1, 1)T , ξ = (3,−3, 3, 3)T .

22. a1 = (1,−1, 1, 1)T , a2 = (2, 3, 0, 1)T , ξ = (2, 2, 2, 3)T .

23. a1 = (1, 0,−1, 1)T , a2 = (4, 3,−3, 2)T , ξ = (5, 4,−4, 2)T .

24. a1 = (3, 3,−2, 1)T , a2 = (2, 9, 1,−4)T , ξ = (8, 10,−4,−5)T .

25. a1 = (2, 0,−1,−1)T , a2 = (3,−1, 0,−2)T , ξ = (5, 1, 0,−4)T .

26. a1 = (1,−1, 1,−1)T , a2 = (2, 0, 0,−2)T , ξ = (4, 1, 3,−2)T .

27. a1 = (1, 1, 1, 1)T , a2 = (7, 3, 3, 5)T , ξ = (7, 5, 5, 6)T .
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28. a1 = (5, 1, 1, 3)T , a2 = (2, 2, 0, 3)T , ξ = (6, 4, 2, 7)T .

29. a1 = (1, 0,−1, 1)T , a2 = (2, 3,−1, 0)T , ξ = (4, 2,−1, 3)T .

30. a1 = (2, 0,−1,−1)T , a2 = (1, 1,−2, 0)T , ξ = (2, 3,−4, 1)T .
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