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Внимательно прочитайте введение

и следуйте приведенным в нём рекомендациям!            

 Введение
Вы приступаете к изучению раздела математики “Теория вероятностей и математическая статистика”. Настоящие методические указания, кроме того, что предлагают контрольные задания, должны помочь Вам и в знакомстве с теорией. При этом предполагается, что Вы пользуетесь учебником: Гмурман В.Е. Теория вероятностей и математическая статистика. - М.: Высшая школа, 1972 и последующие годы. (В дальнейшем Гмурман).

В первом параграфе методических указаний, который следует изучить до того, как перейти к систематическому изучению теории вероятностей, Вы познакомитесь с теорией соединений, которые широко используются при решении задач по теории вероятностей. Поэтому сначала внимательно ознакомьтесь с этим параграфом и разобранными в нем примерами и задачами.

После этого следует перейти к изучению теории вероятностей. Но прежде чем открыть учебник, посмотрите в методическом указании, какие главы следует изучить и на что обратить особое внимание. Когда теоретический материал изучен, проверьте на все ли контрольные вопросы, приведенные в методических указаниях,  Вы можете ответить. Обратите внимание, что контрольные вопросы охватывают не весь материал учебника, поэтому удобнее, изучая учебник, все время сверяться с контрольными вопросами.  Затем внимательно ознакомьтесь с разобранными в методических указаниях задачами и выполните соответствующую часть Вашей контрольной работы. Контрольные вопросы являются основой экзаменационных билетов. Отступления от контрольных вопросов в билетах будут сообщены Вам на установочных лекциях.  После этого Вы можете перейти к следующему параграфу методических указаний. Если, что очень нежелательно, Вы используете не учебник Гмурмана, а какой-нибудь другой, то контрольные вопросы помогут Вам выбрать в нем нужный материал по каждой теме. Составители желают Вам успеха.

Если в процессе изучения теорем или при решении задач возникают вопросы, то можно обратиться к преподавателям кафедры высшей  СПГУТД математики для получения письменной или устной консультации.

Во время экзаменационной сессии для студентов-заочников организуются лекции и практические занятия, которые носят обзорный характер.

При выполнении контрольной работы обратите внимание на оформление работы.  на титульном листе должны быть указаны:

фамилия, имя, отчество

Номер студенческого билета (или зачетной книжки)

Название дисциплины и номер контрольной работы

Номер варианта
Номер варианта, который должен выполнять студент, соответствует последней цифре номера студенческого билета (или зачетной книжки).

Перечень примеров и задач, входящих в каждую контрольную работу, указан в специальном вкладыше, который выдается студенту-заочнику вместе с методическими указаниями.
1. Теория соединений

Теория соединений или комбинаторика рассматривает различные наборы  множества элементов, выбранных из  некоторого исходного  набора множества этих элементов. Эти наборы составляются по определенным правилам и называются соединениями. Природа элементов, входящих во множество может быть любой, например, какие-то предметы, или люди, или числа и т.п. Нас, прежде всего, будет интересовать вопрос: сколько различных соединений можно составить?  Рассмотрим самое простое соединение. Пусть исходное множество элементов разбито на k групп (наборов), содержащих n1 , n2 , ... , nk элементов, т.е.  первый набор n1 элементов,  второй n2 элементов и т.д. Чтобы составить соединение из каждого набора следует взять один элемент. Сколько различных соединений можно составить?   Очевидно каждый элемент первого набора может встретиться в соединении с каждым элементом второго набора и таких пар будет n1n2 . Каждая такая пара может встретиться с каждым элементом третьего набора, т.е. разных троек уже будет n1n2n3 . Если обозначить за N число всех возможных соединений по одному элементу  из каждого из k наборов, то получим

N = n1n2 ... nk  .

Например, в некотором городе телефонные номера состоят из буквы и пяти цифр. Буква может быть только А, В или Г. Первая цифра бывает 2, 3 , 4 или 5, а остальные цифры могут быть любые. Сколько телефонов может быть установлено в этом городе? 

Первый набор состоит из трех букв, т.е. n1 = 3 , второй - из четырех цифр, n2 = 4. Следующие четыре набора содержат по 10 цифр, т.е. n3 = n4 = n5 = n6  = 10. Тогда всего различных  номеров может быть

N = 3(4(10(10(10(10 = 120 000

В частном случае, если все k  наборов содержат одинаковое количество элементов, скажем по n, то 

N = nk

Например, бросают две игральных кости. Сколько различных пар чисел может выпасть? (Нужно учесть, что 1 на первой кости и 2 на второй или 2 на первой и 1 на второй - это разные пары, т.е. разные соединения).

Так как у игральной кости, имеющей форму кубика, шесть граней, то n = 6, поэтому  N = 62 = 36.

Отметим, что такие соединения могут получаться и в том случае когда имеется один набор из n элементов, из которого берут элемент, записывают его характеристику и возвращают в набор, после чего выбирают следующий элемент. В этом случае один и тот же элемент как бы выбирается из нового, но такого же как предыдущий, набора.

Теперь представим себе, что взятый один раз элемент обратно в набор не возвращается. Тогда второй элемент выбирается уже из набора, содержащего      n - 1 элемент, третий из набора, содержащего  n - 2 элемента и т.д. Это уже новый вид соединения, называемый размещением из n элементов по k элементов. Число размещений обозначается буквой А с двумя индексами
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EMBED Equation.3[image: image2.wmf]и читается   “ а из эн по ка”

Каждое размещение отличается от другого или входящими элементами или их порядком. Например, из трех элементов a, b, c можно составить 6 размещений  по  2  элемента

ab, ac, bc, ba, ca, cb

Число различных размещений определяется формулой
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 = n (n-1) (n-2) ... (n-k+1).

Этой формулой легко пользоваться, если помнить, что число сомножителей равно k.  Например, в группе из 20 человек проводиться собрание. Сколькими способами можно избрать председателя, его заместителя и секретаря?

Очевидно, что важно не только кого изберут, но и на какие должности. Поэтому одно соединение от другого может отличаться или составом или порядком, т.е. это размещения, поэтому
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Если составлять размещения из всех n элементов, то очевидно они будут отличаться только порядком. Такие соединения называются перестановками из n элементов. Число перестановок обозначается  Pn   (“пэ из эн”) и, очевидно получается из 
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 при k = n, т.е.
Pn = n(n-1)(n-2) ... (n-n+1) = 1(2(3(…(n! = n!  (“эн факториал”)
Например, на трех карточках написаны цифры 1, 2, 3. Сколько различных трехзначных чисел можно составить переставляя местами эти карточки? 

Очевидно, это число перестановок из трех, т.е.

Р3 = 3! = 1(2(3 = 6

Теперь рассмотрим соединения, которые называются сочетаниями из n элементов по k элементов. Это такие соединения, содержащие k элементов, взятых из данного множества из n элементов, которые отличаются только самими элементами (порядок роли не играет). Например, n = 3 : a, b, c , k = 2 тогда можно составить три сочетания  ab, ac, bc. ( ab и ba - это разные размещения, но одно и то же сочетание). Число сочетаний обозначается буквой С. Очевидно, что для того чтобы составить все размещения нужно составить все возможные сочетания и в каждом произвести все возможные перестановки:
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где 
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 - число сочетаний из n элементов по k элементов (“цэ из эн по ка”). Тогда
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Например, на том же собрании 20 человек, где избирали председателя, заместителя и секретаря, нужно выбрать делегацию на конференцию в составе трех человек. В этом случае порядок роли не играет, поэтому это не размещения, а сочетания и мы имеем
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Приведенные формулы числа размещений и числа сочетаний удобны для решения задач с конкретными числами n и k. Если задача решается в общем виде, то лучше пользоваться более компактными записями через факториалы,  очень  удобно  ввести  два  определения

0!=1  и  
[image: image11.wmf].
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Тогда вы легко можете самостоятельно  вывести
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Предлагаем также самостоятельно получить формулу, являющуюся свойством числа сочетаний 
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, которая удобна в случае, если k>0,5n. Например, имеется 50 разных шаров. Сколькими способами можно из них выбрать 48 шаров? 
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2. Событие и вероятность

Литература: Гмурман. Введение, ч.1,  гл.1, § 1 - 6.

 При изучении этой темы Вам следует обратить внимание, что событие является первоначальным понятием теории вероятностей, которое не определяется, как число в алгебре, точка, прямая и плоскость в геометрии. Кроме того возможны случаи, когда Вы встретитесь с бесконечным числом возможных исходов, но здравый смысл может Вам помочь. Например, какова вероятность того, что задуманное натуральное число делится на три? Очевидно, что такие числа составляют 1/3 “всех чисел”, поэтому Р = 1/3. Или какова вероятность, что точка квадрата со стороной “а” принадлежит  кругу радиуса “R”, который целиком лежит внутри этого квадрата? Очевидно, что аналогом всех исходов в этом случае будет площадь квадрата, а аналогом благоприятных исходов - площадь круга, то есть Р = ( R2 / a2.
Контрольные вопросы

1. Испытание и событие. Виды событий. Классическое определение вероятности.

Решение типовых задач

Пример 1. В ящике 5 белых и 4 черных шара. Наудачу вынимают три. Какова вероятность, что среди них два белых и один черный шар?

Решение. Число всех возможных исходов - это число сочетаний из 9 по 3. Поэтому
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Число вариантов выбора 2 белых из 4 белых - это число сочетаний из 4 по 2, то есть
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и так как каждая пара может выпасть с любым из 4 черных шаров, то число благоприятных исходов равно произведению 

m = 6x4 = 24. 

Тогда вероятность события “из ящика взяли 2 белых и 1 черный шар”
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Пример 2. На 10 карточках написаны цифры 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 и 0. Наудачу выбирают три карточки и раскладывают их в порядке появления. Какова вероятность, что получится число 120?

Решение. Поскольку в этом примере важен порядок цифр, то число всех возможных исходов
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Благоприятный исход только один, поэтому искомая вероятность 

P
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КОНТРОЛЬНАЯ  РАБОТА №7
1. Из слова  «наугад» выбирается случайно одна буква. Какова вероятность, что эта буква «а»? Какова вероятность того, что это гласная?

2. Брошены 3 монеты. Найти вероятность того, что выпадут два герба?

3. В бригаде работают 6 мужчин и 4 женщины. Для производства работ в соседний цех откомандировали 5-х. Какова вероятность, что среди них 2 мужчин и 3 женщины?
4. Электричка состоит из 6 вагонов. Трое знакомых не договорились о вагоне, в котором поедут. Какова вероятность, что они окажутся в одном вагоне?
5. Брошены две игральные кости. Какова вероятность выпадения на двух костях в сумме не менее 9 очков? Какова вероятность выпадения единицы, по крайней мере, на одной кости?
6. На карточках написаны цифры 0; 1; 2; 3. Сколько четырехзначных чисел можно из них составить? Какова вероятность, что это число четное?
7. На шахматную доску из 64 клеток ставятся наудачу 2 ладьи белого и черного цвета. С какой вероятностью они не будут бить друг друга?
8. Партия из 10 деталей содержит 7 стандартных и 3 нестандартных детали. Для контроля отбираются две. Какова вероятность, что обе детали стандартные?
9. Из колоды в 36 карт наудачу выбирают две. Какова вероятность что это: а) две дамы; б) два короля; в) дама и король в указанном порядке?
10. При наборе телефонного номера абонент забыл две последние цифры и набрал их наудачу, помня, что эти цифры нечетные и разные. Найти вероятность того, что номер набран правильно?
11. Найти вероятность того, что дни рождения 12 человек приходятся на разные месяцы года.
12. В шкафу находятся 10 пар ботинок различного сорта. Из них случайно выбирают 4 ботинка. Найти вероятность ого, что среди выбранных нет парных.
13. Двенадцать команд разбивают на две подгруппы по 6 команд. Найти вероятность того, что две самых сильных команды окажутся: а) в одной подгруппе; б) в разных подгруппах.
14. Из пяти карточек с буквами А; Б; В; Г; Д наугад одна за другой выбирают три и располагают в ряд в порядке появления. Какова вероятность того, что получится слово «ДВА»?
15. Студент знает 45 из 60 вопросов программы. Каждый экзаменационный билет содержит три вопроса. Какова вероятность того, что студент знает: а) все три вопроса; б) только один вопрос экзаменационного билета?
16. Числа 1, 2, …, 9 расставляются случайным образом. Найти вероятность того, что числа  1 и 2 будут расположены рядом в порядке возрастания.
17. Телефонный номер состоит из 6 цифр (первая не равна нулю). Найти вероятность того, что все цифры четные.
18. В ящике среди 10 деталей две не стандартные. Какова вероятность того, что среди 6 наудачу взятых деталей не более одной нестандартной? 
19. В вазе у продавца стоит 20 гвоздик, из них 5 красных, 5 желтых и 10 белых. Наудачу отбирают в букет 5 штук. Какова вероятность, что среди отобранных будут: а) 3 белых и 2 красных гвоздики; б) 1 белая, 2 желтых и 2 красных гвоздики?
20. Из колоды в 36 карт наудачу вытаскивают 6. Какова вероятность того, что они: а) одного цвета; б) одной масти?
3. Теоремы сложения и умножения вероятностей 

и следствия из них

Литература:  Гмурман. Ч.1, гл.2 - 4 полностью, гл.5, § 1.

При изучении этой темы Вам следует обратить особое внимание на понятие независимости событий, четко представлять разницу между событиями независимыми попарно и независимыми в совокупности. Помните, что независимость событий устанавливается не логическими рассуждениями, а равенством или неравенством вероятностей, то есть числами. Например, из колода в 36 карт наудачу взяли одну А - эта карта дама, В - эта карта пика. Логика может подвести Вас, т.к. может показаться, что эти события зависимы. Это не так. Здесь “обман” в том, что безусловная и условная вероятности подсчитывают по различному числу возможных исходов. Вы можете легко убедится, что РВ(А)=Р(А)=1/9.

Очень важный для практики вопрос связан с практической невозможностью маловероятного события. Что это за малая вероятность, которая принимается в качестве уровня значимости? Следует четко представлять, что математика не дает ответа на вопрос, чему равен уровень значимости - это зависит от условий, в которых решается задача, и устанавливается по договоренности заинтересованных лиц. Например, вероятность того, что в коробке спичек есть одна без головки, равна 0,2. Вряд ли Вы будете в магазине высыпать спички и проверять, попалась ли Вам такая. То есть 0,2 Вы считаете вероятностью практически невозможного события и платите за коробку полную стоимость. Если же Вам сказали, что с вероятностью 0,001 парашют уложен неверно и может не раскрыться, то Вы, наверное, не пойдете прыгать не проверив его. В этом случае 0,001 для Вас вероятность вполне возможного события.

Очень важным является определение полной группы событий. Гмурман определяет полную группу как такое множество попарно несовместимых событий, одно из которых обязательно произойдет в результате опыта. Иными словами - это такие попарно несовместимые события, сумма которых есть событие достоверное. Если Вы пользуетесь другими литературными источниками, то там может в определении полной группы отсутствовать требование по парной несовместимости. Будьте внимательны.

Контрольные вопросы

2. Сумма событий. Теорема сложения вероятностей несовместимых событий. Полная группа событий. Противоположное событие. Принцип практической невозможности маловероятного события.

3.  Произведение событий. Зависимые и независимые события. Теорема умножения вероятностей независимых событий.

4. Условная вероятность. Теорема умножения вероятностей зависимых событий.

5. Теорема сложения вероятностей совместных событий. Вероятность появления хотя бы одного события.

6. Формула полной вероятности. Формула Бейеса.

7. Повторение испытаний. Формула Бернулли.

Решение типовых задач

Пример 1. Два охотника стреляют по одной мишени и имеют вероятности попадания 0,7 и 0,8 соответственно. Оба сделали по одному выстрелу. Какова вероятность того, что

а) в мишени ровно две пробоины,

б) в мишени хотя бы одна пробоина,

в) в мишени ровно одна пробоина?

Решение. Введем обозначения: событие А - попал первый охотник,  
[image: image20.wmf]A

- первый  охотник  промахнулся,  В - попал второй охотник,  
[image: image21.wmf]B

- второй  охотник  промахнулся,  С - в мишени ровно две пробоины, D - в мишени хотя бы одна пробоина, Е - в мишени ровно одна пробоина. Очевидно, что

С = АВ,  D = А + В, Е = A
[image: image22.wmf]B

 + 
[image: image23.wmf]A

B.

Действительно, С состоит в том, что произошло и А, и В одновременно, то есть произошло произведение событий АВ. событие D состоит в том, что произошло хотя бы одно из событий А или В, то есть сумма событий А + В, и, наконец, событие С состоит в том, что А произошло а В нет или В произошло а А нет. Учитывая, что А и В независимые события (вероятность попадания  одного из  охотников не зависит от того попал другой или нет) и вероятности противоположных событий равны Р (
[image: image24.wmf]A

) = 1 - Р(А) = 0,3 и Р (
[image: image25.wmf]B

) = 1 - Р(В) = 0,2 , получаем

Р(С) = 0,7(0,8 = 0,56 ,

Р(D) = Р(А) + Р(В) - Р(АВ) = 0,7 + 0,8 - 0,7х0,8 = 0,94 ,

Р(Е) = Р(А)Р(
[image: image26.wmf]B

) + Р(
[image: image27.wmf]A

)Р(В) = 0,7х0,2 + 0,3х0,8 = 0,38.

Пример 2. На фабрике, изготовляющей болты, первая машина производит 25 %, а вторая – 35 %, третья – 40 % всех изделий. В их продукции брак составляет соответственно 5, 4 и 2 %.

а) Какова вероятность того, что случайно выбранный болт дефектный?

в) Случайно выбранный из продукции болт оказался дефектным. Какова вероятность того, что он был произведен первой машиной?

Решение. а) Обозначим за Н1 событие – болт сделан на первой машине, за Н2 событие – болт сделан на второй машине, за Н3 событие – болт сделан на третьей машине. Тогда:

Р(Н1) = 0,25 – вероятность того, что болт сделан на первой машине. Соответственно Р(Н2) = 0,35 и Р(Н3) = 0,40.

Пусть событие А – болт бракован, тогда Р (А|Н1) = 0,05 – вероятность, что брак выпущен первой машиной, соответственно Р(А|Н2) = 0,04, а Р(А|Н3) = 0,02.

Р(А) = Р(Н1)·Р(А|Н1) + Р(Н2)·Р(А|Н2) + Р(Н3)·Р(А|Н3) = 0,25 · 0,05 + 0,35 · 0,04 + 0,40 · 0,02 + 0,0125 + 0,014 + 0,008 = 0,0345.

Б) Р(Н1|А) – вероятность того, что дефектный болт произведен первой машиной


[image: image28.wmf]3624

,

0

0345

,

0

0125

,

0

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

1

=

=

×

=

A

P

H

A

P

H

P

A

H

P

.

Пример 3. Что вероятнее  выиграть у равносильного противника: а) три партии из четырех или пять из восьми; б) не менее трех партий из четырех или не менее пяти партий из восьми, если ничьих не бывает?

Решение. Для равносильных противников вероятность выигрыша (проигрыша) одинакова, то есть 
[image: image29.wmf]2
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 В первом случае  n=4, m=3. Следовательно, вероятность выиграть три партии из четырех
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Когда n=8, а m=5, то
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Следовательно, 
[image: image34.wmf])
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Б) Вероятность выиграть не менее трех партий есть сумма вероятностей выиграть три или четыре партии из четырех, так как эти события несовместны, то
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(Напомним, что 0!=1).

Аналогично, вероятность выиграть не менее пяти партий из восьми
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Р2 > Р1.
Следовательно, выиграть не менее пяти партий из восьми вероятнее.

КОТРОЛЬНАЯ РАБОТА №7
21. В цепь последовательно включены три независимо работающих элемента с вероятностями отказа соответственно 0,1; 0,15 и 0,2. Какова вероятность того, что по цепи ток не идет?

22. Для одной торпеды вероятность потопить корабль равна ½. Какова вероятность того, что четыре торпеды потопят корабль, если для потопления корабля достаточно одного попадания торпеды в цель?

23. Вероятность того, что в течении одной смены возникнет неполадка станка, равна 0,05. Какова вероятность того, что не произойдет ни одной неполадки за три смены?

24. Вероятность того, что можно выбить 10 очков на данной дистанции для данного стрелка при одном выстреле, равна 0,1, девять очков – 0,3. Какова вероятность того, что при трех выстрелах будет выбито более 27 очков?

25. Вероятность выигрыша на один билет 0,13. Какова вероятность хотя бы одного выигрыша для владельца пяти билетов ?
26. Имеется две партии изделий из 12 и 10 штук, причем в каждой партии одно изделие бракованное. Изделие, взятое наудачу из первой партии, переложено во вторую, после чего из второй партии наудачу взято одно изделие. Определить вероятность того, что оно бракованное.

27. Три стрелка произвели залп, причем две пули поразили мишень. Найти вероятность того, что третий стрелок поразил мишень, если вероятности попадания первым, вторым и третьим стрелком равны соответственно 0,6; 0,5 и 0,4.

28. На склад поступает 60% продукции с первого участка и 40% со второго, причем с первого – 80% изделий первого сорта, а со второго – 75%. Какова вероятность того, что наудачу взятое изделие изготовлено на втором участке, если оно первого сорта.

29. Для контроля продукции, состоящей из пяти партий, отобрано наудачу одно изделие. Какова вероятность обнаружить брак, если в одной из партий 
[image: image37.wmf]3

2

 деталей браковано, а в остальных четырех все годные.

30. Узел состоит из двух независимо работающих деталей, исправность каждой необходима для работы узла. Первая из деталей за рассматриваемый промежуток времени остается годной с вероятностью 0,8, а вторая – 0,9. Узел вышел из строя. Какова вероятность того, что это произошло из-за неисправности лишь   второй детали ?
31. Рабочий обслуживает три станка. Вероятность выхода из строя за смену для них, соответственно, равна 0,75; 0,8 и 0,7. Найти вероятность того, что за смену выйдут из строя точно два станка.

32. Для игрока равновероятны все три исхода каждой партии (выигрыш, ничья, проигрыш). Найти вероятность того, что из четырех партий он а) не проиграет ни одного; б) проиграет хотя бы одну.

33. Студент сдает зачет, причем получает один вопрос из трех разделов. Первые два раздела одинаковы по объему, а третий в два раза больше первого. Студент знает ответы на 70% вопросов первого раздела, на 50% вопросов второго и на 80% вопросов третьего. Студент зачет сдал. Найти вероятность того, что ему попался вопрос из второго раздела.

34. Вероятность того, что деталь изготовленная на первом станке будет первосортной равна 0,7. При изготовлении такой же детали на втором станке эта вероятность равна 0,8. На первом станке изготовлены две детали, а на втором – три. Найти вероятность того, что все детали первосортные.

35. В двух партиях изделий из 15 и 20 штук по 2 изделия бракованных. Из наудачу взятой партии выбрано одно изделие. Какова вероятность того, что оно бракованное?
36. В тире имеются пять ружей, вероятности попадания из которых равны 0,5; 0,6; 0,7; 0,8 и 0,9. Определить вероятность попадания при одном выстреле, если стреляющий берет ружье наудачу.

37. Вероятность того, что машина в течение смены, потребует внимания сменного мастера, равна 0,3 и не зависит от того, что происходит с остальными машинами. Всего в цехе 6 машин. Какова вероятность того, что потребуется сменный мастер менее чем трем машинам ?
38. Хлопок смешан с вискозой в пропорции 1:2. Какова вероятность того, что в случайном соединении трех волокон два окажутся вискозными?
39. Всхожесть ржи составляет 90%. Чему равна вероятность того, что из семи посеянных семян взойдут пять?
40. В порту ожидается прибытие трех судов  с фруктами. Известно, что в 1% случаев груз начинает портиться в дороге. Найти вероятность того, что в порт прибудут с испорченным грузом а) два судна; б) менее двух судов. 

4. Дискретные случайные величины

Литература:  Гмурман. Часть вторая. Главы 6 - 8.

Нужно четко представлять, что случайная величина - это переменная величина, которая принимает значения “случайным образом”, т.е. принятие каждого из допустимых значений является случайным событием.

При изучении этой темы следует обратить внимание на связь закона распределения Пуассона с простейшим потоком событий. Это особенно важно, так как в своей работе Вы можете встретиться с таким распределением. Например, обрывность в прядении, остановы ткацкого станка из-за обрыва нити основы или утка, заявки на неплановый ремонт технологического оборудования и т.п. образуют простейшие потоки событий, то есть подчиняются закону Пуассона.

Вы должны четко представлять, что числовые характеристики имеют вполне определенный смысл. Так, например, математическое ожидание - это теоретическое среднее значение случайной величины, дисперсия - мера рассеяния (разброса, колебаний, вариации) значений случайной величины около среднего значения.  Если случайная величина имеет размерность, то математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение ее имеют ту же размерность, а размерность дисперсии равна квадрату размерности случайной величины.

В контрольных вопросах применяется несколько другая последовательность,  чем в учебнике Гмурмана. Так, например, в вопросе о биномиальном распределении нужно отвечать и о математическом ожидании и о дисперсии этой величины, что изложено в разных местах: в параграфах математическое ожидание и дисперсия числа появлений события в независимых испытаниях.

Нужно знать, если Х имеет закон Пуассона, то М(Х) = ( , что достаточно очевидно, если Вы внимательно прочитали соответствующие параграфы учебника, и D(X) = ( , что мы примем без доказательства. ( Действительно , в приближенной формуле Пуассона ( = np и т.к. p мало, то q =1 - p ( 1, т.е. D(X) = npq ( np = ( ). 

Контрольные вопросы

8. Случайные величины. Дискретные случайные величины. Закон  распределения дискретной случайной величины. Его свойство.

9. Математическое ожидание дискретной случайной величины и его свойства.

10. Дисперсия случайной величины. Формула для вычисления дисперсии. Свойства дисперсии. Среднее квадратическое отклонение.

11. Биномиальное распределение. Математическое ожидание и дисперсия биномиального распределения.

12. Распределение Пуассона. Простейший поток событий.

13. Одинаково распределенные независимые случайные величины. Математическое ожидание и дисперсия их среднего арифметического.

Решение типовых задач

Пример 1. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию числа наброшенных на колышек колец, если игрок бросает 4 кольца, имея вероятность набросить кольцо 0,7 при каждом бросании.

Решение. Обозначим Х - число наброшенных колец. Очевидно, что Х - это случайная величина, которая может принимать одно из значений 0; 1; 2; 3 или 4. Иными словами Х = 0, если игрок не набросил ни одного кольца, Х = 1, если он набросил  только одно кольцо, и т.д. Максимально Х = 4, если он набросил все кольца. Введем вспомогательные обозначения. Событие А1 - наброшено первое кольцо, А2 - наброшено второе кольцо, А 3 - наброшено третье кольцо и А 4 - наброшено четвертое кольцо. Выразим события Х = х через события А1, А 2, А 3 и  А 4 и найдем соответствующие вероятности.
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Теперь можно написать закон распределения, т.е. составить таблицу распределения вероятностей
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Заметим, что расчеты можно несколько упростить, если воспользоваться свойством закона распределения, что сумма всех вероятностей равна единице. Так как наиболее сложно вычисление р2 , то

р2 = 1 - ( р0 + р1 + р3 + р4 ) = 1 - ( 0,0081 + 0,0756 + 0,4116 + +0,2401) = 1 - 0,7354 = 0,2646 

Теперь находим математическое ожидание и дисперсию:

M(X) = 0(0,0081 + 1(0,0756 + 2(0,2646 + 3( 0,4116 + +4(0,2401=2,8 

Для вычисления дисперсии воспользуемся формулой

D(X) = M(X2) - (M(X))2 
M(X2) =02(0 ,0081 + 12(0,0756 + 22(0,2646 + 32(0,4116 +

+ 42(0,2401 = 8,68

Тогда

D(X) = 8,68 - 2,82 = 0,84

Пример 2. Лотерейный билет стоит 5000 р и по нему с вероятностью 0,01 можно выиграть 25000 р. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение “дохода - расхода” человека, купившего два билета.

1 способ решения:  Пусть Х - “доход-расход”, т.е.  изменение финансового положения купившего билет. Так как он купил два билета, то его положение изменилось на  -10000 р, и если он не выиграл, то Х = -10000 р.  Если один из билетов выиграл, то Х = 25000 - 10000 = 15000 р. Если выиграло два билета, то Х = 50000 - 10000 = 40000 р. введем обозначения: А - событие, состоящее в том, что выиграл первый билет, В - событие, состоящее в том, что выиграл второй билет. Тогда вероятности
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и мы получаем закон распределения Х
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Находим числовые характеристики

М(Х) = -10000(0,9801 + 15000(0,0198 + 40000(0,0001 = -9500,
D(X) = (-10000)2(0,9801 + 150002(0,0198 + 400002(0,0001=12 375 000,
((X) = 
[image: image44.wmf]D

X

(

)

,

=

»

1237500

3517

8

.
[image: image45.wmf]
2-й способ решения: Так как в условии примера не требуется находить закон распределения, а нужно только найти числовые характеристики, то можно рассматривать две случайные величины: Y - изменение финансового положения в связи с покупкой одного первого билета и Z - то же для второго билета. Так как вероятность выигрыша по второму билету не зависит от того, выиграл ли первый, то события А и В - независимы, а следовательно независимы и случайные величины Y и Z, причем, очевидно, X = Y + Z и Y = Z. Вы можете легко сообразить, что обе величины принимают два значения: -5000с вероятностью 0,99 , если билет не выиграл, и 20000 с вероятностью 0,01, если билет выиграл . Поэтому законы распределения Y и Z одинаковы
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Пример 3. Заявки на неплановый ремонт технологического оборудования распределены по закону Пуассона со средним значением 0,8 заявки в смену. Составить таблицу закона  распределения вероятностей, производя вычисления с точностью до 0,001.

Случайная величина, подчиненная закону Пуассона, принимает все целые неотрицательные значения. Вероятности находятся по формуле Пуассона:
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где ( = М(Х). Справедлива рекурентная формула
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Учитывая, что ( = 0,8, и проводя расчеты с точностью до 0,001, получим
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Все остальные вероятности будут меньше чем 0,001, поэтому хотя теоретически Х принимает все целые значения, практически при заданной точности значения не превышают 5. Теперь можно написать закон распределения
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №7
41.Производится два выстрела по цели с вероятностями попадания 0,6 и 0,7. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию числа попаданий.

42.В урне 5 шаров: 2 белых и 3 красных. Шары вынимают до тех пор, пока не будет вынут красный шар. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию числа вынутых шаров.

43.Каждый лотерейный билет, цена которого 10 тыс.р., выигрывает с вероятностью 0,1. На 30% выигрышных билетов падает выигрыш 100 тыс.р., а на остальные 70% - 50 тыс.р. Найти математическое ожидание и дисперсию изменения финансового положения человека после покупки двух билетов.

44.Игрок А играет по очереди с игроками В и С или до первого поражения А, или пока не сыграет по две партии с каждым. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию числа сыгранных партий, если А выигрывает у В с вероятностью 0,5, а у С -  с вероятностью 0,7.

45.Производятся независимые испытания 3-х приборов. Вероятности отказов приборов равны соответственно 0,3; 0,4 и 0,5. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию числа отказавших приборов.

46.Производится испытания 4-х приборов, причем каждый следующий испытывается только, если предыдущий отказал. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию числа испытанных приборов, если вероятность отказа каждого 0,3.

47.Имеется пять заготовок для изготовления детали, причем вероятность изготовления годной детали из каждой заготовки 0,7. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию числа заготовок, оставшихся после изготовления первой годной детали.

48.На 4-х карточках написаны цифры 1; 2; 3 и 4. Наудачу берут две карточки. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию суммы цифр на взятых карточках.

49.Два стрелка стреляют по одному разу в цель и имеют вероятности попадания 0,7 и 0,8. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию разности чисел попадания первого и второго стрелка.

50.Имеется четыре лампочки, каждая из которых дефектна с вероятностью 0,1. Лампочки ввинчиваются в патрон и включается ток. Дефектная лампочка моментально перегорает и заменяется следующей, пока не будет ввинчена бездефектная лампочка или не будут израсходованы все. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию числа ввинченных в патрон лампочек.     

51.Стрелок производит два выстрела по цели с вероятностями 0,7 и 0,8. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию разности между числом попаданий и числом промахов.

52.Бросают две монеты достоинством 20р. и 50 р. Если монета выпадает гербом, то начисляется нуль очков, а если цифрой – то число очков равное достоинству монеты. Найти математическое ожидание и дисперсию числа очков.

53.При каждом бросании игральной кости игрок передвигает фишку на столько шагов по игровому полю, каково число очков на игральной кости. Найти математическое ожидание и дисперсию числа шагов после двух бросков кости.

54.Имеется четыре заготовки, из каждой из которой с вероятностью 0,8 можно изготовить стандартную деталь. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию числа заготовок, использованных для изготовления одной стандартной детали.

55.Лотерейный билет стоит   10 тыс.р. и выигрывает с вероятностью 0,05. На каждый выигрышный билет с вероятностью 0,2 выпадает 100 тыс.р., с вероятностью 0,3 – 70 тыс.р. и с вероятностью 0,5 – 50 тыс.р. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию изменения финансового положения человека после покупки одного билета.

56.В урне 3 шара с №1, 2 шара с №2 и 5 шаров с №3. Из урны наудачу взяли два шара. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию произведения номеров этих шаров.

57.В распоряжении рабочего имеется 5 элементов, 2 из которых могут обеспечить работу прибора, в котором отсутствует один элемент. Определить какой элемент годится для прибора можно только путем испытаний. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию числа испытаний для обнаружения подходящего элемента.

58.Производится испытание механизма с помощью двух приборов, первый из которых подает специальный сигнал с вероятностью 0,7, а второй с вероятностью 0,8. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию числа поданных специальных сигналов.

59.Имеется 4 запасных элемента, каждый из которых исправен с вероятностью 0,9. Проверить исправность элемента можно только на специальном приборе. Испытания прекращаются как только будет найден исправный элемент или будут проверены все элементы. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию числа проведенных испытаний.

60.Баскетболист бросает мяч по кольцу с трех позиций. Вероятности попаданий для каждой позиции равны соответственно 0,8; 0,6 и 0,4. Найти закон распределения, математическое ожидание и дисперсию числа попаданий. 

61.Заявки на ремонт технологического оборудования должны обслуживаться в течение следующего дня после поступления. Каждый рабочий может обслужить 3 заявки в день. Какова вероятность того, что останутся не обслуженные заявки, если их поступление подчиняется закону Пуассона с математическим ожиданием 0,8 заявки в час (рабочий день 8 часов), а рабочая бригада состоит из 3-х человек.

62.Обрывность в прядении составляет 90 обрывов на 1000 веретен в час и подчиняется закону Пуассона. Какова вероятность того, что на одном веретене произойдет 1 обрыв, 2 обрыва, более 2-х обрывов за 2 часа.

63.Число вызовов мастера в связи с неисправностью оборудования подчиняется закону Пуассона со средним числом 0,64 вызовов в смену. Написать закон распределения числа вызовов в час, подсчитывая вероятность с точностью до 0,001, если смена длится 8 часов.

64.Заявки на ремонт оборудования поступают в среднем с интенсивностью 1,7 заявки в смену, обслуживаются на следующий день, причем для обслуживания одной заявки нужно 2 рабочих, которые за день могут обслужить 2 заявки. Число заявок подчиняется закону Пуассона. Сколько нужно рабочих, чтобы с вероятностью большей 0,99 обслужить все заявки.

65.Опечатки в книге распределены по закону Пуассона со средним числом 1 опечатка на страницу. Какова вероятность того, что на данной странице 4 опечатки.

66.На телефонной станции число неправильных соединений подчиняется закону Пуассона со средним числом 4 неправильных соединения на одного абонента в сутки. Какова вероятность того, что данный абонент получил за сутки 5 неправильных соединений.

67.Телефонная станция предприятия обслуживает 300 номеров. Среднее число звонков составляет 10 звонков в час. Число звонков подчиняется закону Пуассона. Какова вероятность того, что с одного номера будет произведено 5 звонков в течение часа? 

68.Обрывность в прядении подчиняется закону Пуассона и составляет 80 обрывов  на 1000 веретен в час. Найти вероятность того, что за время наработки съема (4 часа) на одном веретене произойдет 3 обрыва.

69.Число остановов технологического оборудования подчиняется закону Пуассона. Вероятность того, что в течение часа не произойдет ни одного останова равна 0,741. Найти вероятность того, что произойдет 3 останова в час.

70.Вероятность того, что в течение часа на одном веретене не произойдет ни одного обрыва, равна 0,923. Определить среднюю обрывность на 1000 веретен в час, если обрывность подчиняется закону Пуассона.

71.Заявки на ремонт оборудования подчиняются закону Пуассона со средним числом 1,9 заявки в смену. Какова вероятность того, что за данную смену поступит более 6-ти заявок?
72.Число сигналов, подаваемых прибором, подчиняется закону Пуассона со средним числом 2 сигнала в час. Найти вероятность поступления 4 сигналов в течение данного часа.

73.Ремонтная бригада обслуживает заявки, поступившие накануне, и может обслужить не более 6 заявок. Какова вероятность того, что их число подчиняется закону Пуассона, а поступает в среднем 3 заявки в день?
74.Случайная величина X имеет распределение Пуассона с математическим ожиданием 1. Написать закон распределения в виде таблицы, подсчитывая вероятность с точностью 0,001.

75.Обрывность в прядении составляет 100 обрывов на 1000 веретен в час. Возможно ли, что на одном веретене произойдет 5 обрывов за смену (8 часов), если события с вероятностью меньшей 0,001 можно считать практически невозможными.

76.Отдел технического контроля отправляет на переделку в среднем 3 детали в день. Какова вероятность того, что в данный день было отправлено на переделку 5 деталей, если число отправляемых на переделку деталей подчиняется закону Пуассона.

77.Опечатки в книге распределены по закону Пуассона со средним значением 0,5 опечатки на страницу. Какова вероятность того, что на данной странице будет 1 опечатка, 2 опечатки, более 2-х опечаток?
78.На телефонной станции в сутки бывает в среднем 3 неправильных соединения на одного абонента. Какова вероятность того, что данный абонент получит 5 неправильных соединений в сутки, если число неправильных соединений подчиняется закону Пуассона?
79.На станцию технического обслуживания поступает в среднем 3 автомобиля в час с неисправным карбюратором. Число поступающих автомобилей распределено по закону Пуассона. Найти вероятность того, что в течение данного часа поступит не менее 2-х и не более 5-ти автомобилей с неисправным карбюратором.

80.Человек гуляя по пляжу находит куски янтаря. Число находок подчиняется закону Пуассона со средним числом 1 кусок янтаря за 10 минут. Какова вероятность за час найти 10 кусков?    

5. Непрерывные случайные величины

Литература:  Гмурман. Ч. 2.  Гл. 10 - 13.

При изучении непрерывных величин следует обратить особое внимание на неточность определения непрерывной величины, которую приводит Гмурман. Поэтому мы приведем более точное определение.

Определение. Случайная величина Х называется непрерывной, если множество допустимых значений занимает сплошь некоторый  промежуток (a;b), интегральная функция распределения непрерывна на всей числовой оси и дифференцируема внутри этого промежутка, т.е. на (а;b). В частном случае множество допустимых значений может быть и всей числовой осью, как это имеет место при нормальном законе распределения. Таким образом, в точках х=а и х=b F(x) может не иметь производной.

Вы должны четко представлять себе смысл дифференциальной функции распределения, поэтому внимательно прочитайте параграф “Вероятностный смысл дифференциальной функции распределения”.

Обратите внимание, что формулы для вычисления числовых характеристик непрерывных величин похожи на соответствующие формулы для дискретных величин, только суммы заменяются интегралами, а вместо вероятностей следует вставлять дифференциальную функцию распределения, например,
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При изучении показательного распределения следует представлять себе его смысл. Случайная величина Т имеет показательное распределение, если она равна времени между двумя последовательными событиями простейшего потока. Пусть поток имеет плотность ( и интегральную функцию распределения F(t), тогда 
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Событие Т(t противоположно событию T<t и означает, что за время t не произошло ни одного события простейшего потока. Если Х - число событий простейшего потока за время t, то  события T(t и Х=0 совпадают и их вероятности равны. По формуле Пуассона
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Тогда
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и функция распределения (интегральная функция распределения) величины Т равна
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Контрольные вопросы.
1. Интегральная функция распределения, ее свойства. Определение непрерывной случайной величины. График интегральной функции распределения.

2. Дифференциальная функция распределения, ее вероятностный смысл. Вероятность попадания непрерывной величины в заданный промежуток. Нахождение интегральной функции по известной дифференциальной функции. Свойства дифференциальной функции распределения.

3. Числовые характеристики непрерывной случайной величины.

4. Закон равномерного распределения.

5. Нормальное распределение. Нормальная кривая и влияние на нее параметров нормального распределения. Понятие о теореме Ляпунова.

6. Вероятность попадания в заданный интервал и вероятность заданного отклонения нормальной случайной величины. Правило трех сигм.

7. Оценка отклонения теоретического распределения от нормального. Асимметрия и эксцесс.

8. Показательное распределение и его числовые характеристики.

Решение типовых задач

Пример 1. Случайная величина Х имеет равномерное распределение, если интегральная функция распределения линейна на (a;b), т.е.
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(Здесь мы использовали несколько другое определение равномерного распределения, чем приведенное в учебнике). Найти дифференциальную функцию распределения, математическое ожидание и дисперсию.

Прежде всего найдем коэффициенты r и с. Для этого используем непрерывность интегральной функции на всей оси. Очевидно, что разрывы могут появиться только в точках х=а и х=в. Если функция непрерывна в точке, то пределы ее в этой точке слева и справа равны, поэтому
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Решая систему двух уравнений с неизвестными r и c, получим
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Таким образом, интегральная функция распределения
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Теперь найдем дифференциальную функцию распределения как производную интегральной функции
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Найдем числовые характеристики
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Пример 2. Случайная величина Х ( [0;2] и имеет дифференциальную функцию распределения f(x) = Ax2. Найти F(x) и P(1<X<4).

Прежде, чем найти интегральную функцию распределения и вероятность, следует определить значение коэффициента А. Для этого следует воспользоваться 2-м свойством дифференциальной функции распределения, которое говорит о том, что интеграл от дифференциальной функции по всей области допустимых значений равен 1.
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Теперь  найдем интегральную функцию, которая для  x((0;2) определяется формулой
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Так как интегральная функция определена на всей оси, то
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Вероятность равна
P(1<x<4) = F(4) - F(1) = 1 - 1/8(13 = 7/8 = 0,875.
Отметим, что если бы в условии не требовалось найти интегральную функцию распределения, то вероятность можно было бы вычислить с помощью дифференциальной функции распределения, для чего ее следовало бы доопределить на всю числовую ось следующим образом:
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Тогда
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Пример 3. Станок-автомат сверлит отверстия в центре детали, имеющей форму прямоугольной пластины. Отклонения отверстий от центра детали распределены по нормальному закону с математическим ожиданием, равным 0, и средними квадратическими отклонениями по длине детали 2 мм, по ширине детали 1 мм. Деталь считается стандартной, если отклонения отверстия от центра не превышают по длине и ширине 3 мм. Найти вероятность того, что две случайно взятые детали стандартны.

Введем обозначения:

Х - отклонение отверстия от центра детали по длине,

Y - отклонение отверстия от центра детали по ширине.

Тогда

M(X) = M(Y) = 0; ((X) = 2; ((Y) = 1.

Пусть А - первая деталь стандартна, В - вторая деталь стандартна. Тогда 

P(A) = P(B) = P(|X|<3 и |Y|<3).
Так как отклонения по длине и ширине независимые случайные величины, то 

P(A) = P(B) = P(|X|<3)P(|Y|<3).
Используя формулу заданного отклонения нормальной случайной величины
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получим при  a = 0

P(|X|<3) = 2((3/2) = 2((1,5) = 2(0,4332 = 0,8664,
P(|Y|<3) = 2((3) = 2(0,4986 = 0,9972.
(Значения функции Лапласа ((х) приведены в приложении в учебнике Гмурмана)

P(A) = P(B) = 0,8664 ( 0,9972 = 0,8839.
Так как по условию нужно найти вероятность того, что обе детали стандартны, то нужно найти  P(AB)  и так как события А и В независимы, то

P(AB) = P(A)P(B) = 0,88392 = 0,7813 = 0,78.

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №7
81. Случайная  величина  Х  имеет  закон  распределения  арксинуса,  определяемый  плотностью
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Найти  математическое  ожидание  и  дисперсию.

82. Случайная  величина  Х
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 имеет  закон  распределения  Лапласа,  если  плотность  равна


[image: image79.wmf].

5

,

0

)

(

x

e

x

f

-

=


Найти  математическое  ожидание  и  дисперсию.

83. Случайная  величина  Т  имеет  показательное  распределение,  если  плотность  равна
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Найти  математическое  ожидание  и  дисперсию.

84. Случайная  величина  Х
[image: image83.wmf])
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 имеет  график  плотности в  виде  полуэллипса  с  полуосями  а  и  b,  т.е.  
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Найти b и  математическое  ожидание.
85.Случайная  величина  Х  распределена  по  закону прямоугольного треугольника Х
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 математическое ожидание и дисперсию.

В  задачах  86 – 90  нужно  найти  А, В, 
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 и  математическое  ожидание.

86. 
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87. 
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88. 
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89. 
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90. 
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91. Случайная  величина  Х  имеет  закон  распределения  арксинуса, если  функция  распределения
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   Найти  А, В плотность  и  математическое  ожидание.

92. Случайная  величина  Х
[image: image111.wmf][
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 имеет  закон  распределения  Симпсона  (закон  “равнобедренного треугольника”),  если  плотность  имеет  вид,  изображенный  на  рис. 2.  Найти  
[image: image112.wmf]),

(

x

f

 математическое  ожидание  и  дисперсию.

93. Случайная  величина  Т  имеет  показательное  распределение,  если  функция  распределения  имеет  вид  
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         Найти  плотность  и  математическое  ожидание.   

94. Случайная  величина  имеет распределение  Лапласа,  если

   функция  распределения  имеет  вид
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    Найти  плотность  и  математическое  ожидание.

95. Случайная  величина  Х  распределена  по  закону  “прямоугольного  треугольника”,  если  распределение  имеет  вид


[image: image117.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

³

£

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

.

1

0

2

1

0

0

)

(

2

2

a

x

при

a

x

при

a

x

x

a

x

при

x

F

p

p


    Найти  плотность,  математическое  ожидание  и  дисперсию.

В  задачах  96 – 100  найти  А,  математическое  ожидание  и  дисперсию.

96. Х
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97. Х
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98. Х
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99. Х
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100. Х
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101. Если  отклонение  размера  изделия  от  номинала  менее  0.345,  оно  относится  к  высшему  сорту.  Систематические  отклонения  исключены,  а  случайные  отклонения  подчинены  нормальному закону  со  средним  квадратическим  отклонением  0.3 мм.  Каково  среднее  число  изделий  высшего  сорта  в  партии  из  100  изделий? 

102. Рост  взрослых  женщин  в  одной  группе  является  нормальной  случайной  величиной  с  математическим  ожиданием  164 см  и  дисперсией  30,25 см2.  Найти  вероятность  того,  что  не  одна  из  пяти  случайно  выбранных  женщин  не  имеет  рост  ниже  160 см.

103. Экспериментальное  значение  предела  прочности  силикатного  кирпича  носит  случайный  характер  вследствие  имеющихся  микротрещин,  напряжений  и  других  причин,  при  этом  подчиняется  нормальному  закону  со  средним  квадратическим  отклонением  ( = 30...  Найти  вероятность  того,  что  два  наудачу  взятых  кирпича  имеют  предельную  прочность,  отличающуюся  от  теоретического  не  более  чем  на  50…

104. При  нанесении  рисунка  на  ткань,  на  прямоугольник  с  размерами  60  х 12 мм  выплескиваются  цветные  капли,  причем  расстояния  Х  от  вертикальной  оси  и  Y  от  горизонтальной  оси  прямоугольника  до  места    попадания  капли  можно  рассматривать  как  независимые,  нормально  распределенные  случайные  величины  с  математическим  ожиданием  0  и  средними  квадратическими  отклонениями  15 мм  и  6 мм  соответственно.  Какова  вероятность того,  что  хотя  бы  одна  из  трех  капель  попадет  на  прямоугольник.

105. Браковка  шариков для  подшипников  производится  следующим  образом: если  шарик  не  проходит  через  отверстие  диаметра  d1,  но  проходит  через  отверстие  диаметра  d2(d1,то  его  размер  приемлем.  Если  он  проходит  через  меньшее  отверстие  или  не  проходит  через  большее,  то  он  бракуется.  Диаметр  шарика – нормальная  случайная  величина  с  математическим  ожиданием  
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      и  средним  квадратическим  отклонением  
[image: image124.wmf].
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      Определить  вероятность  того,  что  три  наугад  взятых  шарика  будут  приемлемы.  

106. Определить  среднее  квадратическое  отклонение  случайной  ошибки  прибора,  если  ошибка  подчиняется  нормальному  закону  распределения  с  математическим  отклонением,  равным  нулю,  и  вероятность  того,  что  ошибка  лежит  в  пределах  (20 м  равна  0,8.

107. Средняя  прочность  основной  пряжи  а = 60…  и  с  вероятностью  0,9973  прочность  лежит  в  пределах  от  48  до  72…  Найти  вероятность  того,  что  значение  прочности  находится  в  пределах  от  52  до  68…,  если  прочность  распределена  нормально.

108. Мишень  имеет  вид  прямоугольника  со  сторонами  2 м  и  1 м.  Отклонение  места  попадания  от  центра  мишени – независимое,  нормально  распределенные  случайные  величины:

      Х – отклонение  от  центра  по  горизонтали

М(Х)=0,  D(Х)=1 м2;

       Y – отклонение  от  центра  по  вертикали     

М(Х)=0,  D(Х)=0,25 м2.

       Произведено  два  выстрела.  Какова  вероятность  того,  что    имеется  хотя  бы  одно  попадание  в  мишень?

109. Номинальные  размеры  детали  20 х 30 мм. Фактические  размеры  отклоняются  от  номинальных,  причем  отклонения  по  ширине  и  длине  детали – нормальные  независимые  случайные  величины  со  средними  квадратическими  отклонениями  1 мм  и  2 мм.  Деталь  стандартна,  если  ширина  лежит  в  пределах  от  18  до  21 мм,  а  длина  в  пределах  от  27  до  34 мм.  Найти  вероятность  того,  что  две  случайно  взятые  детали  стандартны.

110. Время,  необходимое  на  ремонт  прибора,  подчиняется  нормальному  закону  распределения  с  математическим  ожиданием  3 ч.  и  средним  квадратическим  отклонением  0,5 ч.  Какова  вероятность  того,  что  на  ремонт  каждого  из  двух  поступивших  приборов  потребуется  не  более  4-х ч?

111. Производится  бомбометание  по  мосту,  имеющему  размеры  18 м  в  длину  и  6 м  в  ширину.  Отклонения  места  попадания  от  центра  моста  по  длине  и  ширине – нормальные  случайные  величины  с математическим  ожиданием,  равным  нулю,  и  средним  квадратическим  отклонением  3 м  и  2 м.  Какова  вероятность  того,  что  из  двух  бомб  хотя  бы  одна  попадет  в  мост?

112. Случайная  ошибка прибора  имеет  нормальный  закон  распределения  со  средним  значением,  равным  нулю, и  средним  квадратическим  отклонением,  равным  1…  Найти  вероятность  того,  что  ошибка  измерения  будет  находиться  в  пределах  -1,5…;  +2…

113 .Для  подготовки  ткани  к  раскрою  необходимо,  чтобы  на  куске  ткани  поместилась  рамка  длиной  5 м.  Если  кусок  имеет  длину  меньше  чем  4,97 м,  то  уложить  рамку  нельзя.  Длины  отрезанных  кусков  имеют  нормальное  распределение  с  математическим  ожиданием  5,05 м  и  средним  квадратическим  отклонением  0,02.  Найти  вероятность  получение  куска,  на  который  нельзя  поместить  рамку.

114. Случайная  величина  Х  подчиняется  нормальному  закону  распределения  с математическим  ожиданием  а=100  и  вероятность  того,  что  88(х(112  равна  0,9973.  Найти  вероятность  того,  что  95( Х(107.

115. Прочность  пряжи  распределена  по  нормальному  закону  с  математическим  ожиданием  60  и  средним квадратическим отклонением 5,8 . Пряжа стандартна по прочности, если прочность не меньше 43. Найти вероятность того, что данная партия стандартна.

116. Длина заготовки подчинена нормальному закону распределения с математическим ожиданием 10 см и дисперсией 0,25 см2. Из заготовки можно изготовить деталь, если ее длина не меньше 8,5 см. Какова вероятность того, что из двух заготовок можно изготовить хоть бы одну деталь?

117. Время, необходимое для ремонта одного прибора, – случайная величина, подчиненная нормальному закону распределения с математически ожиданием 3 ч. и дисперсией 0,25 ч2. Какова вероятность того, что за 8-и часовую смену удастся отремонтировать два прибора? (Сумма двух нормальных величин имеет нормальный закон. Воспользоваться свойством математического ожидания суммы и дисперсии суммы независимых величин).

118. Размер детали – нормальная случайная величина с математическим ожиданием 20 см. С вероятностью 0,964 размер детали лежит в пределах от 18  до 22 см. Найти вероятность того, что размеры трех случайно взятых деталей больше 19 см.

119. Для исследования ткани берется образец 10 ( 10 см.  При отрезании образца имеют место случайные ошибки, подчиненные нормальному закону распределения со средним квадратическими отклонениями по основе 0,3 см, по утку 0,2 см. Найти вероятность того, что образец по основе лежит в пределах от 9,5 до 10,5 см, а по утку от 9,7  до 10,3 см.

120. Случайная величина ( имеет нормальное распределение с математическим ожиданием 
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. Найти вероятность того, что в каждом из трех  независимых  испытаний  значение  Х  будет  отклоняться  от  (  менее  чем  на  0,5. 
  6. Системы случайных величин

Литература: Гмурман. Ч. 2. Гл. 14. §  1 - 19.

При изучении этой темы Вам следует обратить особое внимание на зависимость и независимость случайных величин. В Школьном курсе математики и  при изучении математического анализа в Вузовском курсе Вы разделяли переменные величины на независимые и зависимые, подразумевая под зависимыми величинами те, которые связаны  функциональной зависимостью, при которой каждому допустимому значению одной величины ставилось в соответствие одно определенное значение другой. Однако зависимость между величинами может быть и нефункциональной. Например, Вы знаете, что существует зависимость между влажностью воздуха и количеством выпавших осадков. Однако Вы не сможете ответить на вопрос: какова влажность, если выпало 3 мм осадков (даже если осадки выпали в виде дождя). Все дело в том, что здесь мы встречаемся не с функциональной, а со статистической зависимостью, когда каждому значению одной величины ставится в соответствие свой  закон распределения другой.  Таким образом, между независимостью и функциональной зависимостью имеется промежуточные виды зависимости. В этом разделе тесноту зависимости между величинами измеряют значением коэффициента корреляции. Вы должны знать, что коэффициент корреляции характеризует тесноту только линейной связи между двумя величинами. Поясним это на примерах. Рассмотрим две случайных величины Х и Y. Пусть они связаны функциональной зависимостью Y = f(X) и эта функция раскладывается в степенной ряд

 Y = f(X) = a0 + a1X + a2X2 + .....+ anXn + …

или
Y = f(X) = a0  + a1X + R(X),

где R(X) - остаток ряда.

Чем меньше по модулю остаток ряда, тем ближе по модулю коэффициент корреляции к 1. Если остаток равен нулю, т.е. f(X) = a0+a1X, то |r| = 1, где   r - коэффициент корреляции. Если же линейная часть ряда отсутствует, например, Y = X2, то можно показать, что r = 0.  В общем случае можно написать

Y = a0 + a1X + (,

 где ( - случайная составляющая, зависящая от различных случайных факторов, которые, может быть и не связаны со случайной величиной Х. Чем больше влияние ( на Y или  чем меньше по модулю а0 и а1 , тем меньше |r|.

Таким образом, коррелированность - это наличие линейной составляющей в связи между двумя величинами, а некоррелированность - отсутствие линейной связи между ними. Вы еще вернетесь к вопросу о корреляции , когда будете изучать гл. 18.
Контрольные вопросы
1. Понятие о системе нескольких случайных величин. Закон распределения вероятностей дискретной двухмерной случайной величины. Интегральная функция системы двух величин. Ее свойства.

2. Вероятность попадания случайной точки в полуплоскость и прямоугольник.

3. Дифференциальная функция распределения непрерывной двухмерной случайной величины. Нахождение интегральной функции распределения двухмерной величины по ее дифференциальной функции. 

4. Вероятностный смысл дифференциальной функции двухмерной случайной величины. Вероятность попадания случайной точки в произвольную область. Свойства дифференциальной функции двухмерной величины. Отыскание дифференциальных функций составляющих двухмерной случайной величины.

5. Условные законы распределения составляющих дискретной двухмерной случайной величины. Условные законы распределения составляющих непрерывной двухмерной случайной величины. Условные математические ожидания.

6. Зависимые и независимые случайные величины.

7. Числовые характеристики системы двух случайных величин. Корреляционный момент. Коэффициент корреляции. Коррелированность и зависимость случайных величин.

8. Нормальный закон распределения на плоскости.

7. Закон больших чисел
Литература. Гмурман. Ч. 2. Гл. 9.

Закон больших чисел имеет очень важное практическое значение. Коротко его можно сформулировать следующим образом: явления, которые в одиночном проявляют себя случайным образом, в массовом теряют случайный характер. Обратите особое внимание на §§ 4 и 5, где излагается значение и сущность закона больших чисел.

Контрольные вопросы

1. Неравенство Чебышева.

2. Теорема Чебышева. Ее сущность и значение для практики. Теорема Бернулли.

8. Выборочный метод. Статистические оценки параметров распределения

Литература.  Гмурман. Ч. 3. Гл. 15 и 16.

При изучении этой темы Вам следует обратить особое внимание на появление термина генеральная совокупность. Не следует относиться к этому, как к абсолютно новому понятию - генеральная совокупность представляет собой или случайную величину, исследуемую практически, или случайные события. Так, например, генеральная средняя - это фактически математическое ожидание исследуемой случайной величины, а генеральная дисперсия - ее дисперсия. 

Выборка может выступать в двух видах: она представляет собой вариационный ряд, т.е. последовательность чисел, полученных в результате исследования (измерения) случайной величины (генеральной совокупности), с одной стороны, и представляет собой теоретически последовательность случайных величин с другой. Действительно, до того как испытание произведено, элемент выборки может принять любое из значений случайной величины с той вероятностью, которая этому значению соответствует, т.е. этот элемент сам является случайной величиной, а в результате испытания он принимает определенное значение, т.е. элемент выборки становится числом.

Оценка параметра распределения - это приближенное значение этого параметра, найденное с помощью выборки. Как приближенное значение оценка имеет ошибку (точность оценки), но не следует путать точность оценки с абсолютной погрешностью приближенного значения: точность оценки - это случайная ошибка, значение которой имеет определенную вероятность (надежность оценки). Чем более высокую точность при данном объеме выборки Вы хотите получить (меньшую по величине случайную ошибку), тем меньше ее надежность.

Контрольные вопросы

1.  Генеральная и выборочная совокупности. Повторная и безповторная выборки. Репрезентативная выборка. Способы отбора. Статистическое распределение выборки. Эмпирическая функция распределения. Полигон и гистограмма.

2. Статистические оценки параметров распределения. Несмещенные, эффективные и состоятельные оценки. Генеральная и выборочная средние. Оценка генеральной средней по выборочной средней. Устойчивость выборочных средних.

3. Генеральная и выборочная дисперсии. Оценка генеральной дисперсии по исправленной выборочной.

4. Точность оценки, доверительная вероятность (надежность) оценки, доверительный интервал. Доверительный интервал для оценки математического ожидания нормального распределения  при известном и неизвестном среднем квадратическом отклонении.

Пример. Случайная величина имеет нормальный закон распределения со средним квадратичным отклонением (=1. Известна выборочная средняя 
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 и объем выборки n=10. Найти доверительный интервал  для оценки неизвестного математического ожидания а с заданной надежностью 
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Решение. Вероятность попадания неизвестного математического ожидания в интервал 
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где 
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 - табулированная функция Лапласа. Зная 
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, найдем по таблице приложения 2 учебника Гмурмана t=1,44. Отсюда 
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 Следовательно, доверительный интервал 9,55 < а < 10,47. 

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №8
141-160. Построить доверительный интервал для математического ожидания ( нормально распределенной генеральной совокупности с известным среднеквадратичным отклонением ( с помощью выборки объема n с данным средним выборочным 
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9. Элементы теории корреляции

Литература.  Гмурман. Ч. 3.  Гл. 18.

Вы уже познакомились с коэффициентом корреляции выше. Теперь Вы изучаете практический корреляционный анализ. Вы должны четко знать, что такое уравнение и линия регрессии. Наверное, многие из Вас уже встречались с уравнением регрессии. “Нормальный вес” взрослого человека определяется формулой  P = L - 100,  где P - вес в кг, а L - рост в см. На самом деле это уравнение регрессии, т.е. средний вес людей Р имеет указанную зависимость от их роста. 

Контрольные вопросы

1. Функциональная, статистическая и корреляционная зависимости. Условные средние. Две основные задачи теории корреляции.

2. Отыскание параметров выборочного уравнения прямой регрессии по несгруппированным и сгруппированным данным. Выборочный коэффициент корреляции и его свойства.

3. Понятие о множественной корреляции. 

10. Методы расчета сводных характеристик выборки

Литература. Гмурман. Ч. 3. Гл.18, 19, §§ 8,9. 

Обратите особое внимание на пример 2 § 8.

Изучение этого материала даст Вам практические правила статистической обработки результатов наблюдений (обработка выборки), поэтому мы сразу перейдем к решению типовых задач.
Контрольная работа №8

161-170. Найти выборочное уравнение прямой 
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 регрессии Y на Х по данной корреляционной таблице.
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11. Статистическая проверка статистических гипотез

Литература. Гмурман. Ч. 3.  Гл.  19.

При изучении этой темы обратите внимание на то, что проверке подлежит так называемая нулевая гипотеза (гипотеза об отсутствии различия, т.е. о нулевом отличие). Так как конкурирующая (или альтернативная) гипотеза, как правило, неизвестна, то мы можем только или отвергнуть нулевую гипотезу, или принять решение, что нет оснований ее отвергнуть. 
Внимательно ознакомьтесь с методикой вычисления теоретических частот нормального распределения, несмотря на то, что этого нет в контрольных вопросах.

Контрольные вопросы
1. Статистическая гипотеза. Нулевая и конкурирующая гипотезы. Ошибки первого и второго родов. Статистический критерий проверки нулевой гипотезы. Наблюдаемое значение критерия. Критическая область. Критические точки.

2. Сравнение двух дисперсий нормальных генеральных совокупностей. Сравнение двух средних нормальных генеральных совокупностей, дисперсии которых известны. Сравнение двух средних нормальных генеральных совокупностей, дисперсии которых неизвестны (малые выборки).

3. Сравнение двух средних произвольно распределенных генеральных совокупностей (большие независимые выборки).

Решение типовых задач
Пример. Найти по заданному вариационному ряду выборки выборочное среднее 
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, выборочную дисперсию 
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s

, исправленную выборочную дисперсию 
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 и, при уровне значимости 0,05, проверить нулевую гипотезу Н0: математическое ожидание 
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Решение. 
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В нашем случае
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Аналогично
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Так как дисперсия генеральной совокупности неизвестна, то в качестве критерия проверки нулевой гипотезы принимают случайную величину
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Величина Т имеет распределение Стьюдента с ( = n-1 степенями свободы. Для того, чтобы при заданном уровне значимости ( = 0,05 проверить нулевую гипотезу Н0: а = а0 = 19 о равенстве неизвестной генеральной средней нормальной совокупности с неизвестной дисперсией значению а0, надо вычислить наблюдаемое значение критерия
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Критическая область двусторонняя. По таблице приложения 6 критических точек распределения Стьюдента по уровню значимости ( = 0,05 и по числу степеней свободы ( = 49 находим критическую точку tдвуст.кр (0,05;49) = =2,01. Так как
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то нет основания отвергнуть нулевую гипотезу, т.е. выборочная средняя незначительная отличается от гипотетической генеральной средней а0 = 19.

171-190. Найти по заданному вариационному ряду выборки выборочное среднее 
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, выборочную дисперсию 
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, исправленную выборочную дисперсию 
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Контрольная работа №8
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Перечень задач, входящих в контрольные работы  7 и 8 по теории вероятностей и математической статистике для студентов-заочников инженерно-технических спец. 2-го курса в 4-м семестре. 

Четный год поступления

	№

К.Р.
	Номера задач,

входящих в к.р.
	Темы

	7
	1-10

21-30

41-50

61-70

81-90

101-110
	Классическое определение вероятности

Теоремы сложения и умножения вероятностей

Дискретные случайные величины

Непрерывные случайные величины. Нормальный закон

	8
	141-150

171-180
	Выборочный метод

Проверка статистических гипотез


В каждой группе задач номер варианта определяется по последней цифре номера студенческого билета или зачетной книжки.
 Например: вариант 5 – задачи 5,25,45,65,85,105,145,175

Перечень задач, входящих в контрольные работы  7 и 8 по теории вероятностей и математической статистике для студентов-заочников инженерно-технических спец. 2-го курса в 4-м семестре. 
Нечетный год поступления

	№

К.Р.
	Номера задач,

входящих в к.р.
	Темы

	7
	11-20

31-40

51-60

71-80

91-100
111-120
	Классическое определение вероятности

Теоремы сложения и умножения вероятностей

Дискретные случайные величины

Непрерывные случайные величины. Нормальный закон



	8
	151-160

181-190
	Выборочный метод

Проверка статистических гипотез


В каждой группе задач номер варианта определяется по последней цифре номера студенческого билета или зачетной книжки.

Например: вариант 5 – задачи 15,35, 55, 75, 95, 115, 155, 185
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