Численное решение нелинейных (алгебраических или трансцендентных) уравнений

Численное решение нелинейных (алгебраических или трансцендентных) уравнений вида f(x)0 (1) заключается в нахождении значений x, удовлетворяющих (с заданной точностью) данному уравнению и состоит из следующих основных этапов:
1. Отделение (изоляция, локализация) корней уравнения. 
2. Уточнение с помощью некоторого вычислительного алгоритма конкретного выделенного корня с заданной точностью. 

Целью первого этапа является нахождение отрезков из области определения функции f (x) , внутри которых содержится только один корень решаемого 
уравнения. Иногда ограничиваются рассмотрением лишь какой-нибудь части области определения, вызывающей по тем или иным соображениям интерес. Для реализации данного этапа используются графические или аналитические способы.
Рассмотрим следующую теорему:
Теорема 1. Непрерывная строго монотонная функция f (x) имеет и притом единственный нуль на отрезке [a, b] тогда и только тогда, когда на его концах она принимает значения разных знаков.
Достаточным признаком монотонности функции f (x) на отрезке [a, b] является сохранение знака производной функции.

1. Графический способ отделения корней целесообразно использовать в том случае, когда имеется возможность построения графика функции y  f (x) . Наличие графика исходной функции дает непосредственное представление о количестве и расположении нулей функции, что позволяет определить промежутки, внутри которых содержится только один корень. Если построение графика функции y  f (x) вызывает затруднение, часто оказывается удобным преобразовать уравнение (1) к эквивалентному виду f1 (x)  f2 (x) и построить
графики  функций y  f1 (x) и y  f2 (x). Абсциссы точек пересечения этих графиков будут соответствовать значениям корней решаемого уравнения.
При завершении первого этапа, должны быть определены промежутки, на каждом из которых содержится только один корень уравнения.

Пример1: Дано уравнение вида [image: image2.png]y = x? + cos (x)



. 
Приравняем его к нулю [image: image4.png]X3+
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(x)
=0 =
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Тогда наше уравнение можно разбить на два уравнения  [image: image6.png]yl=—x3;
x3;y2 = cos (x)




Построим график этих двух уравнений по точкам

	x
	y1= - x^3
	y2=cos(x)

	-2
	8
	-0,41615

	-1,8
	5,832
	-0,2272

	-1,6
	4,096
	-0,0292

	-1,4
	2,744
	0,169967

	-1,2
	1,728
	0,362358

	-1
	1
	0,540302

	-0,8
	0,512
	0,696707

	-0,6
	0,216
	0,825336

	-0,4
	0,064
	0,921061

	-0,2
	0,008
	0,980067

	0
	0
	1

	0,2
	-0,008
	0,980067

	0,4
	-0,064
	0,921061

	0,6
	-0,216
	0,825336

	0,8
	-0,512
	0,696707

	1
	-1
	0,540302

	1,2
	-1,728
	0,362358

	1,4
	-2,744
	0,169967

	1,6
	-4,096
	-0,0292

	1,8
	-5,832
	-0,2272

	2
	-8
	-0,41615


Точка пересечения лежит на отрезке [-1;0], следовательно 
[image: image7.png]



Для уточнения корня с требуемой точностью обычно применяется какой-либо итерационный метод, заключающийся в построении числовой последовательности x(k) (k=0,1,2,…), сходящейся к искомому корню x(∗) уравнения f(x)0.
2. Метод половинного деления. Процесс уточнения корня уравнения f(x)0 на отрезке a, b, при условии, что функция f (x) непрерывна на этом отрезке, заключается в следующем: исходный отрезок делится пополам. 

Пусть [image: image9.png]xt
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, если [image: image11.png]atb) _ DR |
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- является корнем уравнения. Если [image: image13.png]


 то выбирается та из половин  [image: image15.png][«
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. На концах которой функция имеет противоположные знаки. Новый суженный отрезок снова делится пополам и проводится то же рассмотрение и т.д. Если требуется найти корень с точностью ε , то деление отрезка пополам продолжается до тех пор, пока длина отрезка не станет меньше 2ε . Тогда середина последнего отрезка даст значение корня с требуемой точностью.
Пример2: Метод половинного деления для функции [image: image17.png]y = x? + cos (x)



. Исходные данные, пусть a=-1, b=0, ɛ=0.001 
	a
	b
	[image: image18.png]



	[image: image19.png]y(a) = a® +cos (a)




	[image: image20.png]y(b) = b* + cos (b)




	[image: image21.png]y(x) = x* + cos (x)
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	-1
	0
	-0,5
	-0,460
	1
	0,753
	1

	-1
	-0,5
	-0,75
	-0,460
	0,753
	0,310
	0,5

	-1
	-0,75
	-0,875
	-0,460
	0,310
	-0,029
	0,25

	-0,875
	-0,75
	-0,813
	-0,029
	0,310
	0,151
	0,125

	-0,875
	-0,813
	-0,844
	-0,029
	0,151
	0,064
	0,063

	-0,875
	-0,844
	-0,859
	-0,029
	0,064
	0,018
	0,031

	-0,875
	-0,859
	-0,867
	-0,029
	0,018
	-0,005
	0,016

	-0,867
	-0,859
	-0,863
	-0,005
	0,018
	0,007
	0,008

	-0,867
	-0,863
	-0,865
	-0,005
	0,007
	0,001
	0,004

	-0,867
	-0,865
	-0,866
	-0,005
	0,001
	-0,002
	0,002

	-0,866
	-0,865
	-0,866
	-0,002
	0,001
	-0,001
	Корень=- 0,8657


3.Метод Ньютона (метод касательных). При нахождении корня уравнения f(x)0  методом Ньютона, итерационный процесс определяется формулой
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Для начала вычислений требуется задание начального приближения x0 . Условия сходимости метода определяются следующей теоремой:
Теорема 2:

Пусть на отрезке [a,b] функция f (x) имеет первую и вторую производные постоянного знака и пусть f (a)× f (b)  0. Тогда если точка x (0)   выбрана на [a,b] так, что f (x(0) )× f ′′(x(0) )  0  (3),

 то начатая с нее последовательность x(k) (k  0,1,2,...) , определяемая методом Ньютона (2), монотонно сходится к корню x(∗) ∈(a, b)  уравнения f(x)0.

В качестве условия окончания итераций в практических вычислениях часто используется правило [image: image25.png][+ xk|
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Метод Ньютона для функции [image: image27.png]y = x? + cos (x)



. Исходные данные, пусть a=-1, b=0, ɛ=0.001
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	-1
	-0,8803
	0,1197

	-0,8803
	-0,8657
	0,0146

	-0,8657
	-0,8655
	koren=-0,8655


Задание: 
Уравнение x3-3x2+3=0

Выполнить графическим способом, методом половинного деления, методом Ньютона.
Расчеты выполнить в MS Excel. Результаты записать в виде таблиц.
